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المحتويات والمقدمة 
ل مه 


تقدم التحلبلان الكمية لمجمل الظواهر الاقتصادية وصفاً دقبقاً للمشكلة إذا ما 
أحكمت متطلباتها ds!‏ من مضبوطية البيانات المستخدمة وصولاً إلى حسن الأسلوب 
التحليلي ومن ثم مدى قدرة متخذ القرارات في توظيف الاستنتاجات المستخلصة . 

لقد برزت أهمية التحليلات الكمية في علم الاقتصاد منذ بضعة قرون ولكنها تبلورت 
وتعمقت خلال القرن الماضي وخاصة الرياضية والإحصائية منها ولهذا صار من الضروري 
على دارسي علم الاقتصاد والمهتمين بالشؤون الاقتصادية إبلاء التحليلات الكمية امذکورة 
هتماماً خاصاً حيث ۸ تعد المقالات الوصفية البحتة التي تقوم على سرد غير موثق 
بالمعلومات والوسائل الكمية قادرة على الإحاطة بطبيعة الظاهرة وعناصرها وقوانين حركتها 
تمهيدا معرفة اتجاهاتها والمؤثرات التي تتحكم بها. 

وقد حاولنا في هذا الكتاب أن نقدم شيئا من التحليلات الكمبة الاقتصادية 
بأسلوبها الريافي المبسط ومن هنا جاءت تسمية الكناب (بالتحليل الكمي 
الاقتصادي) تلك النسمية التي اشتقت من (الكم ولكمية )والتي تعني كما يفهمها 
القارئ الكريم استخدام الشروح الكمية (الرياضية ) للعلاقات والتشابكات الاقتصادية 
سواء ما يتعلق بها بالاقتصاد الکلی أو الاقتصاد الجزثئي .. وم تكن أمامنا فرصة 
التوسع الكثير في هذا Slob!‏ لان الوسبلة والغاية كانتا متلازمتين عند دراسة موضوع 


كهذا فلم نتمكن الدخول إلى التكميم مباثرة بسبب الحاجة لاستكمال جوانب من 





امعرفة الرياضية لدى البعض من الإداريين والباحثين المبتدئين كما b‏ نتمكن من الأطناب في 
شرح التحليلات الرياضية البحثية خوفا من تحول الموضوع إلى كناب في الرياضيات ولهذا 
سعینا التوفق بين الحاجتين والموازنة بينهما واعتمدنا أسلوب نتمنى أن يرضى القارئ وذلك 
باستعراض التحليل الرياضي أولا ومن ثم عرض التطبيقات الاقتصادية الكمية بعدئذ أو 
قدمنا الوسيلة الرياضية كي تكون مفهومة عند استخدامها في التكميم الاقتصادي اللاحق . 

وقد حرصنا على أن تكون التحليلات الرياضية متدرجة فبدأنا بالمبادئ الأولية 
والعلاقات الخطية والتي شملت الدول الخطبة والمصفوفات وجداول المستخدم المنتج 
والبرمجة الخطبة والتي احتواها الجزء الأول من الكتاب آما العلاقات غير الخطية والتي 
شملت الدول غير الخطبة ومبادئ التفاضل والتكامل والمعادلات التفاضلية ومعادلات 
الفروق فقد وضعت في الجزء الثاني . 

والنقطة الأخرى التي راعبناها هي الابتعاد عن التحليلات الرياضية المعقدة والاتجاه 
نحو التبسيط والاستعانة بالشروحات التوضيحية الضروریة لخلق حالة الفهم الني يرجوها 
القارئ الذي مم يسبق له دراسة الرياضيات العامة كما لجأنا في سبيل تحقيق ذلك إلى مزيد 
من الأمثلة التي نراها الوسيلة الأكثر فائدة في تحقيق حالة الفهم المذكورة فهي إحدى 
وسائل التعلم عن طريق العمل التي أثبتت جداولها في امجالات التعليمية . 

وبعد كل فصل رياضي عرضنا بعض القضايا الاقتصادية الاکثر شبوعا مستعينين في 
عرضها بالتحليلات الرياضية التي سبقتها وهكذا تصاعدت عملية العرض والتحليل 
فبدأنا بالعلاقات الاقتصادية البسيطة التي يمكن أن تشكل دالة خطية Ling‏ كبفبة 


تمثيلها بالرسم البياني ومن ثم حلها رياضيا وصولا لتحديد الكميات الاقتصادية من 


ل 


المحتويات والمقد مه 


عرض وطلب وتكاليف وإنتاج واستهلاك وصادرات واستراد ونقاط تعادل وغيرها . ثم 
انتقلنا بعدئذ إلى الدول الاقتصادية غير الخطية أو ما يسمى بالمنحنيات وهي الصورة 
الأخرى للدول الاقتصادية الخطبة ومن ثم تعرضنا للتفاضل والتكامل وتطبيقاتهما في 
التحليلات الكمية الاقتصادية ذات العلاقة بالاقتصاد الكلي أو في eile‏ النمو الاقتصادي 
وغيرها . كذلك الحال بالنسبة لمعادلات الفروق التي استخدمت في عرض بعض النماذج 
الرياضية أيضا. أما المصفوفات الجبرية فقد استخدمت في تحليلات المستخدم - المنتج 
واستعمالاته في عرض التشابك الاقتصادي والتنبؤ في المتغيرات الاقتصادية الكلية في حسابات 
الدخل القومي WAS‏ استخدمت المصفوفات في شرح البرمجة الخطية وحلولها واستخداماتها 
الاقتصادية . 

ونحن إذ تغمرنا السعادة في تقدهنا شيئا متواضعا في مجال الاقتصاد الكمي نشعر في 
نفس الوقت بان هناك مجالات رحبة كثيرة في هذا الموضوع ۸ يسعفنا الحظ في التطرق 
إليها كما نلتمس العذر عن أي سهو أو خطأ حدث دون أن نلتفت إليه تاركين للقارئ 
اللبيب yal‏ تصحيحه وكم نكون ممتنين لو نبهنا عنه المكان تلافيه في الطبعات اللاحقة . 
شاكرين الله سبحانه وتعالى الذي وفقنا على وضع هذا الكتاب فله الفضل كله وبه 


نستعاز 


المؤلف 
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بعض المفاهيم الأولية 


Some Elementary Concepts 


يحتوي هذا الفصل على استعراض سريع لبعض المفاهيم الأولية التي نعنقد أنها ضرورية لإطلاع 
القارئ المبتدئ في علم الرياضيات أو لتذكير من سبق له دراسة هذه المبادئ وذلك لكونها تشكل أساسا في 
فهم الشروحات والتحليلات الرياضية اللاحقة التى سترد في فصول الكتاب الأخرى. 


si نوا‎ mM 


نسم الأعداد إلى أنواع عديدة هي: 
أ“ مجموعة الأعداد الطبيعية: وهي المجموعة التي تضم الأعداد الصحيحة الموجبة والصفر Sig‏ 


E 





(1-1) N=(0,1,2,3,...} 
ب مجموعة الأعداد الصحيحة: وهی المجموعة التي تضم جميع الأعداد الصحيحة السالبة‎ 
والموجبة ومن ضمنها الصفر وتکتب بالصيغة آلاتية:‎ 
(1-2) 3...اع]‎ 2101 
۱ al ا‎ i 
a, مجموعه الأعداد النسبيه: وهي مجموعه ازعداد التي تکنب نصيغة کسر : ان ا‎ TE 
عددان صحيحان و #۵ ويظهر من صيغة هذه الأعداد انه هکن أيجاد قمتها بالضط, كما‎ 
أنها يمكن أن تكون موجبة أو سالبة وقد تكون عددأ صحيحاً كان في الأصل كسمأ ونتيجة لقسمة‎ 
n 18 : ۳1 0 E 
وتكتب الاعداد النسبية بصيغة‎ Faa غددا صحيحا‎ Cowal البسط غلى امقام‎ 


(1-3) R={~:a,bel,b+0) 


w| ك‎ 
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ومیا هيز الأعداد النسبية أنه کن وضعها بصيغة کسر عشري غير منتهي وأن أرقام الجزء العشري 


تکرر نفسها على شكل مجاميع مثل ذلك: 





a 
حیث بلاحط نکرار اعدد 6 57 2357143 |= = تكرر العده‎ -- 0.16566. 


)142357( وهکنا: 
ويتبين مما سبق أن مجموعة الأعداد النسبية R‏ تحتوي على مجموعة الأعداد الصحيحة d‏ وأن 
مجموعة الأعداد الصحيحة 1 تحتوي على مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ أي أن: 


NcIcR 


(1-4) 


وتقرأ N‏ محتواة فى 1 وا محتواة Rå‏ 





د“ مجموعة الأعداد غير النسبية: وهى الأعداد التى لا يمكن وضعها على صورة أعداد نسبية ( أي 


۷ غ a Ẹ‏ 
غلى الصورة ` أن: ab‏ عدذان صحيحان: ۱۶ ) غير أن كل من شلة الأعداد بقع بين 





عددين نسین. ويرمز لها بالحرف '7/. مثال ذلك ...۱۰414213562 < V2‏ والنقاط (..) 





تعني استمرار الجزء العشري إلى Le‏ لا ad = 0.65465367... daly‏ وهکذا وبلاحظ أن 


الجزء العشري لا يتكرر على شكل مجاميع من الأرقام وهذا ما يمكن التمييز به بين العدد 
النسبي وغير النسبي. 





| ه > مجموعة الأعداد الحقيقية: وهی الأعداد التى تضم الأعداد النسبية وغير النسبية. وی ضوء ما 


padi‏ يمكن وضع المجموعات الجزئية للأعداد الحقيقة وفق اممخطط الآق: 








بعض المفاهيم الأولية 


الجواب: 


الأعداد النسية الأعداد غم النسبية 


۱۷ الصحيحة (الکسور) ۳ الصحرحة 


الأغداد الصحبحة السالية الأعداد الطبيعية 


الصفر الأعداد الصحيحة الموجبة 





و“ مجموعة الأعداد الخبالية: وهي الأعداد التي نتضمن جذوراًزوجبة لعدد سالب فعند محاولة 
حل ا معادلة x +8 =0 Al‏ نجد X= E‏ والنتيجة هي عدد حيث لا يمكن أيجاد 
جذر للعدد ( 8-).وبصورة dale‏ يوضع العدد الخباي حسب الصيغة الآنية: 
العدد الخيال bi=‏ )1-5( 
حيث يمثل b‏ الجزء الحقيقى و i‏ الجزء الخيالي من العدد الخبالي. 
ولتوضيح ذلك نأخذ امثال GUI‏ 
هثال: استخرج الجذر التربيعي للعدد (144-). 
(144)(!-)/, = ۷-144 
۱2۷-1 = 
b= 124-1‏ 


ومن ذلك بظهر أن: bel?‏ 


i= 1-1 و‎ 
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ز = مجموعة الأعداد المركبة: وهي التي يمكن وضعها بصيغة تجمع كلأ من العدد الحقيقي والعدد 
الخبالي معا وكما مبين في الصيغة الآثية: 

العدد المركب = arbi‏ )1-6( 

duo‏ أن ab‏ أعداد حقيقبة i lal‏ فهي عدد As Jls‏ وأن الجزء a‏ هو عدد حقيقي أما 
bi sjal |‏ فيو عدد خبالي. 
| حل اللعادلة الآثية: 

x-2x+5=0 
الجواب:‎ 
القانون.‎ Lege تحل هذه المعادلة‎ 







3 - +۰ -4ac 
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بعض المفاهيم الأولية 


bi=2N-1 يتضح أن | = 4 وأن‎ lying 
3 7 iell ۸۵ a i =- | CN ] 2 2 با‎ 3 ‘ell م‎ 
إذا‎ abel Jhal ونؤول إلى صغه العدد‎ b=() ويصبح العدد اطرلب عددا حققا إذا كانت‎ 
.4 =0 كانت‎ 
هذا الأساس مکن أن نقول أن الأعداد المركبة تشمل الأعداد الحقيقية والأعداد الخيالية‎ deg 


ۋلىوسىح المخطط السابق paa‏ بالشگل apl‏ 


الأعداد المركية 


الأعداد غير الصحيحة (الكسور) 


الأعداد الصحيحة السالية الأعداد الطببعية 


الأعداد الصحيحة اموجبة 





1-2 خاصية الاتصال في الأعداد الحقيقية 


إذا اعتبرنا أية وحدة من وحدات الطول هي وحدة لقياس الخط المستقيم وأتفق على أن يكون 
الصفر هو نقطة الانطلاق (الأصل) أي النقطة التي تنطلق منها كل القياسات واتخذنا من الشكل ( 1-1 ) 
أساساً لتمثيل هذه الفرضية حيث يظهر لنا بأن جمبع القيم الموجبة تقع على يمين نقطة الأصل والقيم 
السالبة في جهة اليسار مع الإشارة إلى أن اختيار الجهة اليمنى واليسرى للقيم الموجبة والسالبة هو محض 
اختبار اعتباطي حيث يمكن أن يكون العكس. وعلى هذا الأساس يفترض بالخط المستقيم أن 


بحتوي علی: 
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ب 4 3 2 1 0 1- 2- 4-3-.. 








الشکل رقم )1-1( 
1- وجود ما لانهاية من الأعداد النسبية تقع على الخط في کل فاصلة مسافة. مثال ذلك بوجد بين 
(0 ,1 ) العدد النسبي ( :۷ ) وبين( 1,0( هناك 14 وبين (۷,۵) هناك (/! ) وهکذا 
2- وجود عدد غبر نسبي على الأقل بين كل عددين نسبيين أي أن هناك كسر عشري غير منتهي 
nbs‏ دوري. إن الجمع بين هاتين الفرضيتين بجعل من الخط الموضح في الشكل (1-1 ) أعلاه 
Lbs‏ متراصاً لا ثغرة فيه أي انه خط متصل. 


B‏ الإحداثيات المتعامدة 


تحدثنا في الفقرة السابقة عن LAS‏ تمثيل الأعداد الحقيقية في خط مادام هذا الخط متراصاً بهذه 
الأعداد لذلك يدعى بالخط الحقيقي أي الخط الذي Jig‏ الأعداد الحقيقية. 
| إن أية قطعة من خط من هذا لوغ ما هي إلا مجموعة من نقاط حقيقية مختارة تجمعها صفة 








| مشتركة هي قدرتها على أن تکون مستقيمة. 
lily‏ ما حددنا مجموعة من الأعداد على قطعة خط مستقيم فاننا نلاحظ عدم وجود حرية لبحث 
أي نوع من العلاقات بين اثنين أو أكثر من المتغيرات لان هذه العلاقات لا توجد إلا إذا تصورنا بان هناك 


| مستوى هندمي معين أو أكثر ولتوضيح ذلك دعنا job‏ المثال 391 





إذا كانت زيادة معينة في متغير تؤدي إلى زيادة في متغير آخر حيث تنشأ علاقات 


زوجية في كل حالة بين هذين المتغيرين أي تتكون أزواج مرتبة من الأعداد على سبيل 














بعض المفاهيم الأولية 


امثال (2,3 ) و (4,6) و )6,9( .... الخ ولذا كان (x x)‏ هثل الأعداد الأولى من كل زوج و (9)تمثل 
الأعداد الثانية منها فان علاقة (x,y)‏ تنشأ بين المتغيرين. 

والصيغة ( (x, y‏ تبين Ld‏ متغبرين على مستوى هندسي معين » وكثيراً ما نحتاج إلى تمثيل العلاقات 
الاقتصادية التى توجد دبز ن متغيرين أو ASI‏ ر وهنا يتطلب توفر مستوى هندمي أوأكثر لتمشل هذه العلاقة. 

وتعتر الإحدائيات المتعامدة أ؟ كثر الطرق le gut‏ في هذا المجال وتسمى Libel‏ بالاحداثبات 
الكرتيزية نسبة إلى أول من قال بها وهو رينيه ديكارت المولود فى فرنسا سنة 1596 وملخصها عندما يشكل 
تقاطع مستقيمين زاوية قائمة يكون هن Sahl‏ استخدام هذين المستقيمين كمستقيمي علاقه, فإذا كانت 
دنا نقطة فبلإمكان وضعها على المستوى الذي يقع عليه المسنقيمان امتعامدان عن طريق قباس ورسم 
أبعاد النقطة ابمذكورة واتجاهاتها العمودية عن كل من المستقيمين. 

إن هذين البعدين مع إشارتهما ( الموجبة أو السالبة ) التي توضح اتجاه كل منهما يسميان 
إحدائيا lel dba’!‏ المستقيمان المتعمدان فيسميان بابلحورین الإحدائيين وللاختصار بالمعورين وتدعی 
نقطة تقاطع المحورين بنقطة أصل الإحداثيين وللاختصار الأصل. ويقسم المحوران المستوى الهندسي إلى 


أربعة أقسام كل قسم يسمى ( الربع ) ترقم عكس دوران عقرب الساعة كما مؤشر في الشكل ( 2 


الربع الأول (+,+) 


الريع الرابع ( - ,+ ) 








الشكل رقم ( 1-2( 
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| 

| 

| 

| 

۱ ويصورة dale‏ يدعى المحور 280 بالمعور السيني ( محور (x‏ والمحور العمودي بالعور الصادي 
۱ ( محور ۲ ). وعادة ما تكون المسافات التي نقاس على يمين امحور( - (x‏ موجبة وعلی پساره سالبة 
mat‏ والمسافات التي تفاس فوق ابلحور( - ۲ ) موجبة وأسفله سالبة كما مبين في الشکل رقم ( 12 ). وتستخدم 
KE:‏ وحدة قباس واحدة لكل من y)‏ ,× ) آما في العلاقات التي بقاس فيها (x,y)‏ بوحدات مختلفة كان يكون ( 
أ |:) کمیات لإنتاج مثا و( ) مجموعة المبيعات فلابد من إيجاد وحدة قياس مناسبة lay‏ 

۱ ظ إن الإحدائي (- (x‏ أو abscissa ( (x) gol‏ ) لنقطة معينة هو ذلك الإحدا الذي يشير إلى اتجاه 
| | وبعد النقطة عن ين أو يسار المحور y-‏ . أما الإحدائي( - (y‏ أو ا محور( ordinate ) (y‏ ) لنقطة هو ذلك 
| |الإحدائي الذي يشير إلى اتجاه وبعد النقطة عن أعلى أو أسفل المحور( - * ). ويشار إلى موقع النقطة 
| 

| 

| 

| 


بإحداثييها الاثنين معا موضوعين بين قوسين برتیب ( ١‏ , × ) أي ( الإحدافي y-‏ و الإحدائي - × ). أما تعيين 








موقع النقطة بعد معرفة إحداثياتها فيسمى رسم ( تخطيط ) النقطة . 
| هثال(1): 
۱ ارسم ببانياً النقاط الآنية : (0,3) و (4,1) 





شکل رقم ( 1-3 ) 





بعض المفاهيم الأولية 
حيث أن موقع النقطة (x, y)‏ بتحده US‏ 
النقطة الأولى : (9,: ) = )0,3( وتبعد هذه النقطة عن الإحدائي y‏ بمسافة قدرها ( 0) أي 
تقع عليه. وتبعد عن الإحدائي ‏ بمسافة قدرها (3 ) باتجاه الأعلى . كما موضح في الشكل )1-3 
۱ 
النقطة الثائية : ( ,× ) = ( 1 ,4 ) وهذا يشير إلى أن هذه النقطة تبعد مسافة (4 ) ling‏ عن 
الإحدائي y‏ وبمقدار ( 1 ) عن الإحدان × باتجاه الأعلى وعند الثقاء البعدين يتعين موقع النقطة 
كما سين في الشكل os}‏ 
ارسم بیان النقاط ARN‏ 


(3-2) 9(-2,-2)9( 01 ) 





شكل رقم( 14 ) 
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تمارين )1-1( 


سے 


- ارسم Lily‏ النقاط الآتبة على إحداثيات متعامدة: (1 ,0) و )3,0( و (2,5). 

2- عبن موقع النقاط ADI‏ )2,3-( و )2-,0( و )0,0( و (1,1-). 

3“ عين giga‏ جميع النقاط التي بعدها x‏ يساوي )3( 

4- ارسم النقاط (2,۲) إذا كانت ۲ تمثل جميع النقاط الصحيحة غير السالبة المحصورة بين )0,8( 


Variables and Constants : امتغرات والثوابت‎ 4 








1-4-1 الثات 
وهو الكمية التي تبفى ثابتة في مسالة من المسائل. وهو على نوعين : 
1 الثابت المطلق cabsolute constant‏ وهو قيمة لا تتغير بل تبقى ثابتة رغم تبدل جميع المسائل 
مثل العدد: 12 , 918, 1517 ... الخ . 








' لجا- الثابت المعلمي (معلمة (parameter‏ وهو الثابت الذي لاتتغر قیمته في مسألة معينة ولکن 
| مکن أن deb‏ قيما مختلفة في مسائل مختلفة. وتسمى المعلمة أحياناً بالثابت العشواني ( 
الكيفي ). 
1-4-2 المتغير 
وهو الكمية التي تأخذ قيماً مختلفة في مسألة معينة. وان مجموعة القيم التي يأخذها المتغير 











تسمى مدى المتغير (range)‏ ويقسم المتغير إلى نوعين: 
ظ 1 المتغير المستمر Continuous‏ : ويراد به المتغير الذي يأخذ أية قيمة من الأرقام الحقيقية ضمن 
فاصلة مسافة معينة. رما تكون جميع الأرقام الحقيقية مهما اختلفت وتناهت في الصغر خلال 
ould‏ المستمر. 
sles‏ 
إذا كانت قيمة × تنحصر ببن )4 , 6) أي آن:6 > × > 4 فان جميع الفيم التي تقع 











بعض المفاهيم الأولية 


في فاصلة ابلسافة المذكورة Xe‏ أن يأخذها المتغير cx‏ مثل (...5999 ,5 ,49 ,4.1 )» بحيث لا تبقى مسافة 
مهما كانت صغيرة لا پوجد فيها عدد حفيقي. 
لبا- المتغير المنفصل (المتقطع (discrete‏ وهو الذي يأخذ قيماً معينة في المدى القابل للعد ويقصد 
بالأعداد القابلة للعد في أي gue‏ الأعداد الصحيحة, lal‏ غيرها من النقاط (الأعداد) على أي 
خط مستقيم فهي متناهية وغير قابلة للعد. والآن لنأخذ Ys‏ يوضح الثوابت والمتغيرات: 
في المعادلة ADI‏ 
ax + by = 5‏ بلاحظ أن: العدد ( 5 ) هو Cub‏ مطلق ( عددي ): وطرةهي معام . 9 هي 
متغيرات . 


مال ( 2 ): 
l | ١‏ 
لاستخراج حجم المخروط لستخدم القانون لاني : M a‏ حيث أن M‏ هثل حجم ا مخروط 


و (rr)‏ نصف قطر الداثرة ( قاعدة امخروط d‏ ( 8 ) ارتفاع ابلخروط وأن کل من ۲ و متغيرات أما 7 


فهى النسبة الثابتة وتساوي تقريباً )3.14285( أي أن 7 هو ثابت عددي إضافة إلى العدد ( y‏ ). 


Relations العلاقات‎ 15 


1-5-1 العلاقة 





هي bi‏ مجموعة من الأعداد المتزتبة على شكل أزواج حيث تسمی بالعلاقة الثنائية - وندعى 
الأعداد الأولى من العلاقة الثنائية ممجال العلاقة ( Lal (domain‏ الأعداد الأخرى فتدعى مدی العلاقة 


(range ) 


۱ لقد الخترنا doll‏ | معلمة | dood‏ لخلمة ( parameter‏ ) بالاستاد J‏ لثم العحمات العر da‏ شوعا. راجع مثلا: dabill‏ العربية dlid iual‏ 
والعلم ( pani - Jah! eul‏ العطلعات الرياضيات : مطبعة al‏ العلفي العإقي ۰ ص )53( 
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فإذا كانت لدينا مجموعة من القيم الزوجية مثل y)‏ مد ) فإن المتغيرين y)‏ × ) يمكن أن يأخذ كل 
منهما أية قيم وان مجموعة القيم التي يأخذها x)‏ ) تشكل مجال العلاقة lal‏ مجموعة القيم التي يأخذها 
(y)‏ فتكون مدى Ball‏ 
مثال: 
كانت العلاقة بين السعر (x)‏ والكمية المباعة ( (y‏ في سوق معينة لفترة من الزمن DE‏ 





فان هذه العلاقة Sg‏ کتابتها بصورة آزواج کالای: 
Q = (12,25),(10,35),(13,22),(9,40),( 14,20), (11,20),(15,22)‏ 


12, 10 , 13 , 9 ,( يشير 0 إلى رمز العلاقة وان هذه العلاقة هي علاقة ثنائية وان مجالها هو‎ Car 


(14, 11,15 





شكل رقم )1-5( 


1-5-2 الدوال Functions‏ 
تسمى العلاقة التي لا يتكرر فيها العنصر الأول في الأزواج المرتبة بالدالة. وهذا 
يعني أن لكل pais‏ في مجال العلاقة يقابله pais‏ واحد وفقط واحد في المدى. ونستنتج 
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بعض المفاهيم الأولية 


من ذلك أن كل دالة هي علاقة ولكن ليس كل علاقة هي دالة ولهذا فان العلاقة في المثال أعلاه هي دالة 
لأن كل pais‏ في المجال يقابله عنصر في المدى كما موضح في الشكل )1-5( أدناه: 





شكل رقم )1-6( 


ولكن العلاقة: (1,4()25()1,3(,)47) = Q‏ ليست بدالة GY‏ محال الدالة هو )1,24( Lol‏ مداها فهو 
)4,3,5,7( وهذا يعني أن هناك pais‏ مكرر في مجال الدالة هو العدد )1( يقابك عنصران في المدى هما( 
4,3{ 
jays‏ للدالة برموز خاصة كي يشار إلى عناصر المدى التي تقايل عناصر المجال. ويستخدم الحرف 
dale )// (‏ للاشارة للدالة وهو يوضح بأن العلاقة (xy)‏ فيها العدد (y)‏ مرافق للعدد المعطى (x)‏ وبرمز 
له بالرمز f(x)‏ ويقرأ دالة (x)‏ وعلى هذا الأساس فان العلاقة المذكورة تكتب بصورة عامة IS‏ 
y= f (‏ )1-7( 


وإن الأزواج المرتبة في هذه الدالة بمكن كتابتها بالصيغة التالية: 


( 1-8 ) nf (x 
Ma وغير ذلك‎ (g6Gy.0) حروف أخرى للإشارة للدالة كالحرف‎ Al ويمكن استخدام‎ 


y= g(x}, y= hix) MeT 
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مثال| 1 ): 
إذا کانث لدينا العلاقة الآتية: 


=+ 5 


y=f w 
) وأن الرمز(/.‎ . (x تعتمد على القيم التي تعطى للمتغير(‎ (y وهذا يعني أن قيم المتغير(‎ 
يسمى بالمتغير المعتمد أي الذي‎ (y وعلی هذا الأساس فان المتغير(‎ (x) هو دالة ل‎ Cy) يعني أن‎ 
أما(:) فيسمى بالمتغير المستقل أي الذي يكتسب قيمه دون‎ (x) تتحدد قيمته اعتماداً على قیمة‎ 
الاعتماد على غره من المتغبرات.‎ 


ۆۆ ۆۆ ۆۆ ۆۆ ۆۆ د اد ا ا اد ا ا د اد م اد ل 2 - 


مثال ( 2 ): 
إذا كان لدينا الدالة الآنية: 
r ta‏ 


o 





f(p)=p +5p+7 
(=3 +5(3)+7=3! 

9 
f(-l)= (-l)+7=3 

§ 
f(x+4)= (x44) + +ع)5‎ 4+7 
=x +8x4+16+5x+20+7 








بعض المفاهيم الأولية 


=x +13x+43 
و‎ 
f(0)=(0) +300(+7-7 
Straight Line الخط الستفیم‎ 6 


1-6-1 ميل الخط المستقيم Slope of a Straight Line‏ 
إذا قطع خط مستقيم محور السينات (الإحداني ») فان زاوية ميله تسمى الزاوبة 0 والني 
تفاس باتجاه معاكس لحركة عقرب الساعة ابتداءً من الاتجاه الموجب للمحور cx‏ ولذلك فإن قيمتها Lél‏ 


تقع بين )00-1800( كما مبين في الشكل رقم (1-7): 





شكل رقم ( 1-7 ) 


إن زاوية ميل أي خط مواز للمحور x‏ تساوي صفراً gi)‏ ن 0= 0 وأن ميل أي خط مستقيم 
يساوي ظل زاوية ميله وعادة ما يرمز له بالحرف (m)‏ وأن ظل الزاوية هو واحد من ست دوال في علم 
المثلثات والتي 

سنأني عليها في الفصل CIW‏ ونقتصر الحديث الآن على توضيح مفهوم ظل الزاوية: 
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إن ظل الزاوية 0 نی الشكل )1-7( هو so”‏ كتابته بالصورة التالية:- 


cb 
de 
و(رربد) هما أية نقطتین على الخط المستقيم فان ميل هذا الخط‎ (py) وبصورة عامة: إذا كان‎ 


)1-9( tan û 


یکون: 


aw)  m=tan = 


X, — 4 


ويستخدم الرمز AY‏ لتمثيل القدار y.-y,‏ والرمز Av‏ لتمثيل المقدار ,× : 


A 
(1-11) n tang: 2 
Ax 
وان زاوية‎ x و (,رید) يكون موازياً للمحور‎ y) فان الخط المار خلال‎ a, Ax, و‎ yay, وإذا كانت‎ : 
ميله (0) تساوي صفراً وإن:‎ 


ان =0 كما في الشكل ( 1-5 ) 


أما إذا كان ear‏ ,بر فان الخط المار من خلال (,,تاول,») يكون موازياً للمحور y‏ وأن 
زاوية ميله )0( تساوي (90) وإن: 


۱ Ay iy 
(1-8b) أى غر محددة كما فى الشكل‎ tan? = ده = کے = س‎ 
(1-8b) ي غير محددة كما في الشكل‎ A 0 





eh 


بعض المفاهيم الأولية 





(a)‏ الميل صفر ( b‏ ) الميل غير محدد 





شكل رقم ( 1-8( 
وبلاحظ بأنه إذا كان ميل الخط Lag‏ إلى الأعلى أي أن Ar AD‏ یحصلان نفس الاشارة 
و( >2 = 1200 ففي هذه الحالة تکون 90 > 0 > (). وأن ميل المستقيم موجب. 
آما إذا كان ميل الخط Ling‏ إلى الأسفل أي أن Ax, Ay‏ يحملان أشارتين متعاکستین أي أن 


gi - >0‏ هذه الحالة تكون ()18 > 0 > 90 وأن ميل المستقيم سالب. وعلى هذا فإن أي 


Ax 
عند‎ LAG متوازين أو متفاطعن, والخطان اللذان يصنعان زاوية‎ Ligh أن‎ Lal خطين على مستوى‎ 
تقاطعيها یکونان متعامدين.‎ 


ما الخطان المتوازيان فيتميزان بتساوي زاوية انحدارهبا وبذلك بتساوی مبلهما والعکس 
بالعكس. أي أن الخطين المتقاطعين لا تتساوى زاويتا انحدارهها وبذلك لا بتساوی ميلاهما. وأن للخطين 
المتعامدين ميلان آحدهما سالب مقلوب الآخر (أي حاصل ضرب ميلهما يساوي ۰1 

والآن لنأخذ يعض الأمثلة الإيضاحية: 
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ما هو شكل ميل المستقيم ال 
2y-8x-4=0‏ 
الجواب: نعيد صياغة المعدلة كالآق: 
y= +4‏ 
=T‏ 
y=4x+2‏ 
ومن المعادلة يظهر أن العلاقة بين (x,y)‏ طر دية أي أنهما يسيران بنفس الاتجاه ولهذا فإن: 
لش = وم 
Ax‏ + 
'. ميل المستقيم y‏ موجب. ومن ذلك نستنتج بأن: ( 90 > ۵ > 0). 
بين فيما إذا كان ميل المستقيم GI‏ موجبً أم سا 
3y + 1+0‏ 
الجواب: 
نعبد صياغة المعادلة كالآني: 
3y = 12-6‏ 
y=-4x-2‏ 
ومن المعادلة يتبين أن العلاقة بين (x,y)‏ علاقة عكسية فكلما ازداد x‏ تناقص y‏ والعكس 
بالعکس ولهذا فان : 





it 
d / 


~ 


بعض المفاهيم الأولية 


— ۷ 1 Ay 
tan Û = ed أو‎ tan d= + Ay 
+ AX - Ax 


". ميل المستقيم y‏ سالب وفي هذه الحالة ( > 90 4300 ( 
مثال( 3 ): جد علاقة الخطوط AV)‏ بالخط 5-0 +2۲ yo‏ 
والخطوط هي : 
a 3۲ - ox + 9=0‏ 
b. 4y= 2۲ - 4 < 0‏ 
0 +۰101 ۲ ,6 
1-0 +عك-؟ d.‏ 
تعد صماغة خط المقارنة 0 =5 + :2 - y‏ كما ياي : 
۲2۲-5 
والآن نسط معادلات الخطوط آعلاه ونقارن : 
(a) 3-67 +۱ =0‏ 
3- 21 < ۲ 
وهدا الخط له نفس مل خط المقارنة اذن الخطان متوازیان 
(b) ۰2-40‏ 


نبسط bani‏ على : 


l 
۷ 2 -- + 1 
©) 


إن مسل هذا الخط هو سالب مقلوب ميل خط المقارنة إذن الخطان متعامدان. 


(c) درق‎ 102+ 0 
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بعد إعادة الصباغة نصح المعادلة : 
ye2x-5‏ 
ومن ذلك بظير أن المعادلة هی نفس معادلة المقارئة إذن الخطان متطابقان. 


(d) y-4x+1=0 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| نعيد الصياغة فينتج : 
| 1 4 < ۷۲ 
۱ ومن مقارنة المعادلتين يظهر أن خطيهما متقاطعان وذلك لاختلاف ميلهما . ویکن رسم هذه 
| المعادلات للوقوف على حالات التوازي والتعامد والتطایق والتفاطع أعلاه GL louis‏ على طريقة رسم 
| | معادلة الخط المستقيم في الفقرة القادمة. 
۱ 1-6-2 معاذلة الخط المستقيم Straight line equation‏ 
| إذا كانت لدینا ا معادلة الآتية: 
ax+by+c=0‏ )1-12( 

حيث أن a dic‏ هی ثوابت وان واحداً على الأقل من #0 4,0 وأن a cb‏ هما معلمتان c lal‏ فيو 
ثابت عدديء إن معادلة كهذه تسمى معادلة خطية في x.y‏ ولها خط مستقيم يمثلها هندساً. 

ويشار للمعادلة )1-12 ) بأنها معادلة dale‏ ذات متغبرین من الدرجة الأولي. ويقصد بدرجة المتغير: 
قيمة القوة الصحيحة الموجبة المرفوع إليها المتغير. وإذا كانت المعلالة متكونة من حد جبري أو أكثر فإن 
درجتها هي أعلى درجة يبلغها هذا الحد فاملعاد4: 0 = 11-1-20 1+ هي معادلة من الدرجة الثالثة لان 





أعلى درجة سلغها واحد من حدودها هی الدرجة الثالشة وذلك كما فى ( ۷۲ ). والمعادلة 0 XYY‏ هی 
معادلة من الدرجة الخامسة لأن أعلى درجة بلغها واحد من حدودها هي خامسة كما في ( 2 ) والمتأتبة 


من حاصل جمع فوة المتغير X‏ مع فوة المتغير Y‏ والتي تساوي ( 5 = 1۳4 { 


بعض المفاهيم الأولية 


Lë 1-6-3‏ الخط المستقيم Formulation of Straight Line‏ 
كن تمثيل الخط المستقيم بإحدى الطريقتين التالبتين : 
- بنقطتن واقعتن ds‏ 
2- بنقطة واحدة من نقاطه ومقدار ميه. كما أن من الطرق السهلة لرسم الخط المستقيم هو 
حساب الأحزاء المحصورة ( intercepts‏ ) ويقصد بالأجزاء المحصورة 9 خط هي النقاط التي 
عندها بقطع هذا الخط المحورين xy-‏ 
مثال: 
ارسم ها ياي شندساً. 
۱ 0 ۲۰2۰ 
لتسهيل العمل نجعل امعادلة بالشکل (x) f y=‏ وبذلك تکون کالاق: 
2+4 ۲۶ 
بإتباع إحدى الطريقتين لتمثیل الخط المستقيم نأخذ الطريقة الأولى ( أي بتعين نقطتین من نقاط 
المستقيم ) وذلك باعطاء أية قبمة مناسبة للمتغیر x‏ باعتباره امتغبر المستقل للوصول إلى مقابلة ل م 
باعتباره المتغير المعتمد فنحصل على iG)‏ 





: Jb US 
ye2(1)+4=6: فان‎ x=1 إذا كانت‎ 
١ -2)١1(+ 4= 2 فان‎ :- ١1 أما إذا كانت‎ 
وبذلك تتحدد لدينا النقطتان وهها: ( 1,6 ),(1,2ء)‎ 
) 1١10 ( وبالرسم يكون خط المعادلة كما في الشكل‎ 
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شكل رقم )1-10( 


كما هكن الاستعانة بطريقة تحديد الجزئين المحصورين لكلا المحورين لرسم خط المعلالة ذلك 
كما nage‏ 


خذ المعادلة أعلاه بعد إعادة الصياغة: 4-0 + 2-١‏ 
لتحديد محصورة y‏ نجعل 0= x‏ فتؤول المعادلة GW‏ 


2(0)-y+4=0 
y=4 
(0,4) =y - محصور‎ . 
ويكون لدينا.‎ «y= 0 محصور - × فنحصل عليه بجعل‎ Lil 
2--0 
x= -2 


۳71 محصور - ×= (0 ,2 | 





بعض المفاهيم الأولية 


وبتحديد محصور كل من ( A‏ ۲ ) كن رسم الخط الذي هر من خلالهما كما موضح في الشكل | 


(1 -11 





شكل رقم ( 1-11( 


1-6-4 استخراج Halas‏ الخط ا مستقيم 
ل جم الطرق الآئية لاستخراج معاذله الخط المستقيم: 
1 استخدام FENE)‏ النقطتين Two Point Form‏ 


كما ذكرنا في العلاقة ( 10 - 1 ) بأن: 





۳ 


واذا كانت لدینا أبة نقطة اخري غير النقطتن ۱ (x,y,‏ و ( ۲ ,۲) مثل (xy)‏ وهي أبة نقطة 
dole‏ على الخط المستقيم. فان انحدار ) ميل ) المستقيم m‏ بساوی: 
الل 
سس m‏ )1-13( 
X‏ ۱ 


وما دام الميل مقدار ثابت إذن: 
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)1-14( J-J 2-003 
2-7 


كما بظهر في الشكل )12 - 1 ) ويلاحظ أن اختيار النقاط يتم بشكل اعتباطي ورها نختارها Lg‏ 


بلائم الشكل ويسهل رسمه. 


(Xi yi) 





شكل رقم ) 1-12( 
مثال: أوجد معادلة الخط الذي هر من النقطتين )1.3 ) و )2,5( 
الحل: show‏ 


(x,y, 2 (1, 3) 
(x,y, )=(25) 


وبالتعويض في العلاقة )1-14( نحصل على: 


رد ٣ل‏ 
1 


| ددم 
2-1 








بعض المفاهيم الأولية 


وهي معادلة الخط المستقيم. 
وللتحقق من الحل نعوض بالنقطة ( 1.3 ) في المعادلة لنحصل على: 


y-2x-1=0 

يننج : 
1=0-)2(1-)3( 
0-0 


Ul‏ إذا أخذنا النقطة ( 5 ,2 ) ينتج: 


(إذن الحل صحیح) 


لسا- پاستخدام صيغه النقطه - اميل Point -Slope Form‏ 





5 5 V, 0 ۱ i 
(1-10) وذلك من العلاقة‎ m - لدینا متخ‎ 
و‎ 7 


وان هذه العلاقة هكن کتابتها كما في )1-13( أي بالصغة: 


m= yY- Yı 
X-X, 
وبإعادة التزتيب نحصل على:‎ 
(1-15) بردم‎ =m(x-x) 
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ا 
| 
| 
| 
| وبذلك نستطيع الحصول على معادلة الخط المستقيم باستخدام العلاقة الجديدة أعلاه ولنأخذ 
Vis ۱‏ على ذلك: 
| مثل: 
| جد معادلة الخط الذي هر بالنقطة ( 2- ,1 ) وبانحدار قدره )3( 
| | لط 
۱ لدينا( 1,2 ۲,۲۲ و ۳۸23 . 
| ویالتعویض بالعلاقة ( 15 - 1 ) وهي: 
y- y=mlx- 3) |‏ 
e |!‏ 
y-(-2)=3%-1)‏ 
y+2=3x-3 |‏ 
y-3x+5=0‏ 
ودعنا نختر صحة الحل: 
لتكن x) f y=‏ في المعادلة 0= y-3x+5‏ 
231-5 .. 
نلاحظ في هذه امعادلة أن .m=3‏ 
وإذا عوضنا النقطة (2-,1 ) في المعادلة 0= 5+ 31 -'( ينتج: 
5=0+)2-3(1- 
5+5=0 
020 


إذن الحل صحيح. 
ج استخدام صيغة Jub!‏ - الجزء المحصور Slope-Intercept Form‏ 
عندما تكون النقطة (x y)‏ هي ( محصور - ) في بعض الحالات الخاصة أي أن (x,,y,) = (Qa)‏ 











بعض المفاهيم الأولية 
وهذا يعني انه عندما تكون x0‏ فإن دح( وهو الجزء المحصور للمتغير y‏ 
وبهذا كن إعادة كتابة العلاقة )15 - 1( کالای: 
y-y =m(x-x,)‏ 
y-a=m\x -0)‏ 
y-a=my‏ 
۱-2۵ ۰ )1-16( 
منال: 
جد معادله الخط الذي فيه محصور y‏ -پساوي ( 4 0 ) وانحداره = 2 
۱-2۲۷۵ لدینا4<-ه و 21« 
وبالتعویض فى العلاقة ( 1-16 ) ينتج: 
y=2x+4‏ 
وللتحقق من ذلك نعوض قيم النقطة )0,4( في امعادلة () - 4- :21 -'1 وينتج: 
4=0- (0) 4-2 
00 


ادن الحل صحيح. 


ل- استخدام صبغة الجزء المحصور Intercept Form‏ 
في حالة dole‏ عندما تکون النقطة ( JAF (x, y,‏ محصور - y‏ ویرمز لها ( 0.۰ ) والنقطة ( y;‏ > 
) تمثل محصور-: ويرمز لها ( 0 6) وان GEO‏ و CH‏ وفي ضوء ذلك مکن إعادة AUS‏ العلاقة (-۱ 
SNE (14‏ 
العلاقة ( 14 - | | هي: 





|] F ۱ 


43 


ولدينا : =(x,,y,)‏ )0,4( 
(c,0) = (x,,y,) 9‏ 
وبتعويض ذلك في العلاقة أعلاه ينتج: 





وبالقسمه على ينتج: 


(1-17) ways] 
6 a 


جد معادلة الخط الذي محصوراه )0,3( و )0,5( 
TELT‏ 

c=5 
وبالتعويض في العلاقة ( 17 -1) ينتج:‎ 


ae 


3- 3 
وبالضرب في )15( ينتج: 
31-5-35 








بعض المفاهيم الأولية 
إذن المعادلة هي: - 31-35-15 


وللتحقق من ذلك نعوض النقطة )3-,0( في المعادلة ينتج: 
15=0-)3-(5 ۰ )3(0 
0-0 
وبالمثل إذا عوضنا قيمة النقطة ( 0,5 ) ينتج: 
0 = 15- )5(0- )3(5 
ات 


yi‏ الحل صحیح. 


1-6-5 الحل الآني معادلتي الخط المستقيم 
Simultaneous Solution of Two Straight Line Equations‏ 
عندما يتقاطع خطان مستقیمان فان إحدائيي نقطة تفاطعهما يجب أن يفيا متطلبات معادلتي 
كلا الخطين ويشترط في تقاطع الخطين أن يكونا مستقلين بعضهما عن الآخر ومتناسقين فيما بینهما وبذلك 
مکن حل المعادلتين حلا Lol‏ وان معنى الاستقلال والتناسق يمكن توضيحه پا يلي: 
- المعادلات المستقلة Independent Equations‏ 
خذ المعادلتين الخطيتين الآنبتين: 
ax+by+c=0‏ 
dx+hy+m=(‏ 
حيث أن a, b,c, d, 1, m‏ هي ثوابت سالبة أو موجية. 
يقال للمعادلتين أعلاه بأنهما مستقلتان إذا لم يكن بالمستطاع استخراج احدهما من 
الأخرى بواسطة الضرب بثابت غير الصفر. وهعنی آخر إن حالة الاستقلال تتحقق إذا 
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كان تاد ما إذا حصل التساوي فان المعادلتين معتمدتان إحداهما على الأخرى. أي آنهما 


نلان نفس الخط. 
خذ المعادلتين التاليتين: 
2x+3y+5=0‏ 
6x+9y+15 =0‏ 
الجواب: 
عند ضرب المعادلة الأولى في العدد ( 3 ) تصبح مساوية للمعادلة الثانية. إذن المعسادلتين 
معتمدتان. 
1 5 م ا 3 ( | ۸ a‏ 
۳ 1۳ لا ot == == === Jh‏ 
وبطريقسس” مول ا و وإ ور 7 و و مي أل 


مما يشير إلى أن المعادلتين معتمدتان. 





a_b 
d h 


ه | 3 


مثا ) 2 : 
اختر المعادلتين التاليتين فیما إذا كانت معتمدتين أو مستقلتين: 
x+3y+2=0‏ 
2x-y+l=0‏ 
الجواب: 
ان ضرب إحدى المعادلتين في أي عدد لا يودي إلى تساوي المعادلتين ولهذا فإنهما معادلتين 
مستقلتان كما أن + + وهذا دليل آخر يؤكد ذلك. وعند رسم المعادلتين تظهر استقلاليتهما 
m‏ | 


واضحة من الشكل رقم ( 13 -1 ). 








بعض المفاهيم الأولية 





الشكل رقم ( 1-13 ) 


ب- المعادلات المتناسقة Consistent Equations‏ 


يقال لأية معادلتين بأنهما منناسفتان إذا حصل ما يلي: 


— = 


d h 
lapi فإذا حصل الشرط الأول يتطابق خط المعادلتين وتكون المعادلتان متناسقتين ومعتمدتين أي‎ 
للمعادلتين. أما إذا حصل الشرط الثاني فيكون‎ Gi بمثلان خطأ واحداً وأبة نقطة على هذا الخط هي حل‎ 
بتقاطعان عند نقطة واحدة معينة ویکونان متناسقين ومستقلين وتمثل‎ Wisg للخطين ميلان مختلفان‎ 
المعادلتين تمثلان خطين متوازيين وإنهما غير‎ jb = : = : لهما.أما إذا حصل‎ Lol هذه النقطة حلا‎ 
متناسقين ولا يمكن حلهما أنياً‎ 
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مثال ( 1 ): خذ المعادلتين 
3x+2y-1=0‏ 
0- 6-۱-8 


ان شاتين المعادلتين غبر متناسقتين ما دام: ar‏ ولا مکن حلهما Lil‏ وعند رسمهما 


یکونان خطين متوازيين كما في الشكل ( 14 - 1 ). 








الشكل رقم )1-14( 
مثال )2( 
حل dll‏ لتين الأنبتين: 
x+y+3=0‏ 
2x-3y+4=0‏ 


إن امعادلتن متناسقتان ومستقلتان Keg‏ حلهما Lal‏ مادام 2 F‏ ودعنا نرسم المعادلتين 


بيانياً ونلاحظ ماذا ينتج: 
بإعادة كتابة المعادلتين بالصورة التالية: 





بعض المفاهيم الأولية 
ونأخذ المعادلة الأولى ونحدد نقطتين على خطهما كما jb‏ 


۵ 
_ HH 


ما المعادلة الثانية فيمكن تحديد نقطتين من نقاط خطها با 





وبالرسم بظهر لدينا الشكل(15 ٠١‏ ) حبث يتقاطع خطا امعسادلتین عند النقطة 
( 2/5- ,13/5-( 





شكل رقم ( 15 1۰ ) 


وهن نقاط تقاطع | بمستشمين j‏ لستندج بأن : 


? 1 


١ - , y=-‏ وهو الحل GUI‏ لهاتين المعادلتين. وإذا ما أجرينا حل المعسادلتين 
) 2 


بالطريقة الاعتبادية للحل GM‏ نلاحظ: 
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خذ المعادلتين مرة ثانية: 





0 3۶+ ۲ +1 
۱ 4 +3۲ - 21 
وبضرب المعادلة الأولى في )2( وطرح امعادلة الثانية منها ينتج : 
0 2 +5 
1 ۲ 


وبالتعويض عن قيمة في إحدى المعادلتن ولنأخذ المعادلة الأولى نحصل علر: 


, 2 
+(-—)+3=0 
x + ( 5) 





وهو نفس الحل الذي يستخرج من الرسم البياني. 


ومن ذلك نستنتج أن gla‏ المعادلتين متناسقتين ولهما حل واحد عند النقطة: 
)5 -,+ -( 


5 5 





مثال )3( 
جد فما إذا كانت المعادلتان GETI‏ متناسقتين ويمكن حلهما Lal‏ 





 - +0 ۱‏ 
1x - 6۲+ =0‏ 
وبضرب امعادلة الأولى بالعدد )2( واعادة كتابة المعادلة الثانية مرافقة لها 
كما idk‏ 











it 
d / 


~ 


بعض المفاهيم الأولية 


> 8 + 6۲ = ال 


(ا> ۷ + 6۲ - 21 
نلاحظ أن المعاالتين غير متناسقتين وليس لهما أي حل آني مادام E)‏ 0 ==( وبظهران 
j ۱ m‏ 


عند الرسم بخطين متوازيين كما في الشكل ) 16 -1 ) . 





شكل رقم )1-16( 


مثال (4): 
جد نقطه تقاطع الخطين الممثلين بابلعادلتن التاليتين: 
0 3 + إل ۲۰ 
0 +6۱ - 31 
وبضرب امعادلة الأولى في ( 3 ) واعادة كتابة امعادلة الثانية نحصل على : 
0 +6۱ 31 
by + 0‏ ۰ 31 
إن هاتین المعادلتين معتمدتان (متطابقتان) ولهما ما لا نهاية من الحلول الآنية لکونهما منلان 
مستقیما واحدا وأية نقطة هي حل آني للمعادتین كما في الشکل (17 - 1). 
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2 
(0, 3/2) 





شكل رقم )1-17( 





Families of Lines مجموعة الخطوط المستقيمة‎ | 7 


تنتمى مجموعة الخطوط المستضمة إلى معادلة عامة واحدة إذا كانت بعض ثوابتها محددة 
وواحد من هذه الثوابت على الأقل غير محدد . خذ المعادلة العامة للخط المستقيم كما وردت في الصيغة 
)1-12( وهي: 
( <ع + تر + جد 
وكما ذكرنا سابفاً إنء ab,‏ ثوابت ولكن a, b‏ هي معام تتغير من معادلة إلى أخرى أماء فهر 
ثابت عددي. 
ان الثابتين a b‏ يحددان جميع الخطوط على المستوى NOE‏ 
أ- حدد احد هذين الثابتين وترك الآخر بدون تحديد فان المعادلة تصبح ذات ميل معين وتكون 
ممثلة لمجموعة من الخطوط التي تمر من نقطة معينة. 
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بعض المفاهيم الأولية 


ب- حدد الثابتان Les‏ فعند ذاك تصبح العادلة ممثلة لخط مستقيم واحد معين يتحول إلى 
مجموعه من الخطوط المتوازية هجرد dad puri‏ الثابت العددي. 
ولغرض توضیح هذه المجموعة من الخطوط وفق الشرطين ( أ ب ) أعلاه نأخذ الأمثلة الآتية: 
مثال ( 1 ): خذ المعادلة الآتية: 


dv +by-5=0 


وقد حددت المعلمة a‏ بالقيمة ( 2 والثابت العددي بالقيمة ( 5 ) بينها تركت المعلمة b‏ بدون 
زحد بد. 
والمطلوب رسم هذه المعادلة باعطاء قيم مختلفة مناسة للمعلمة ( ۲ا ). 
نفترض أن (b)‏ أعطيت القيم الآنية: ( ۰2 ,3,1 ) 
إذن تصبح لدینا ثلاث معادلات هي: 
= 3-5 ++ 


2۲٩+ ۲-3 <0 


والآن نرسم الخط المستقيم الممثل لكل معادلة منها وذلك بإتباع طريقة ت بد تقطتينوكماءاي: 
داغادة صباغة المعادلات: 
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: نحصل على النقاط الآثة‎ Wisg 
N. | ie 
(0,—), (3 ,- —) ‘dadl المعادلة‎ 
3 3 
)0,5 (, )2:1( : امعادله الثانبه‎ 


2 2 
عند رسم هذه المعادلات وفق النقاط آعلاه نحصل على الرسم البياني الموضح في الشکل رقم ( ۱۰ 


۷-3 





الشکل رقم ( 1-18( 





بعض المفاهيم الأولية 


ويمكن رسم ما لا نهاية من الخطوط التي تمر جميعها بالنقطة Oy)‏ ) مشكلة مجموعة 

الخطوط اپلستتبمه التي تنتمي للمعادله : 0- 5- ردنا +1 
مال )2( 
خذ معادلة hall‏ المستقيم نتسعتیا العامة : 
ax + by + ۶0‏ 

نفترض أن كلا من a,b‏ محددان بالقيمة (3-,1) وان الثابت العددي يساوي )2(« والمطلوب رسم 
هذه ابلعادله. 

المعادلة سیعتها المحددة تظهر کالاق: 


حيث أن كلا من a, b‏ محددتا القبمة لذلك فإن المعادلة ‏ - :: y=‏ ممثلة لخط مستقيم واحد 
معين وليس ملجموعة من الخطوط كما بظهر في الشكل ( 19 -1 ). 
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الشكل رقم ) 1-19( 
d>‏ معاذلة الخط fata‏ التالية : 
وت سس 
1 2 


والمطلوب رسم هذه المعادلة بإعطاء قيم مختلفة للثابت العدديء 

بلاحظ أن ابلعلمة a‏ و المعلمة b‏ قد حددت وبذلك تحدد ميل المعادلة وأصبحت ممثلة لخط 
مستقيم واحد . وحيث أن ) (c‏ ترك ليأخذ قيها مختلفة رغم انه ثابت عددي لذا نستطيع أن نحصل 
على مجموعة من الخطوط المتوازية التي تنتمي إلى معادلة واحدة. 

دعنا نرى ذلك : 





بعض المفاهيم الأولية 
نعيد صباغة المعادلة E‏ 


3 1 
٣ =‏ == 
2 4“ 
c gic‏ هو أى ثابت عددى إذن نستطبع أن نضع بدلاً من م * الثابت فقط. ولهذا 
حيت أن هو اي ثابت عددي إذن نستطيع ان نضع بدلا من ٠‏ - الثابت c‏ فقط. ولهد 


تصبح المعادله : 





)4,3 +c), (0, c) النقطتان هما‎ jo! 


ولنفرض أن c)‏ ) أعطيت القيم AGW‏ (۱ ,۰1 , 2 , 3- ) وعند التعویض بقيمة ء في النقطتين أعلاه 
نحصل على النقاط الممثلة للمستقيمات الآنية : 


[(1()4,2-,3()40([])0.2()4.5([,])0-,ة]] 
[(4.4)؛(!,0)] 


وعند رسم هذه النقاط حيث كل نقطتين تستخدم لرسم خط واحد تحصل على الرسم البياني في 
الشكل رقم ( 20 = 1 ): 
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الشكل رقم )1-20( 


ويمكن رسم مالا نهاية من الخطوط بافتراض أية قيمة للثابت العدديء وبذلك تتكون لدينا ما Y‏ 
Oly‏ من الخطوط التي تنتمي إلى معادلة واحدة وهي مجموعة ذات خصائص معينة. 
تمارين )1-2( 
أ- جد معادلة الخط الذي هر من خلال أزواج النقاط LII‏ : 
1- (4()12ة) 
2- )2),(43-,5( 
3- )13( )74( 
4= )0,2),(6-1( 
> (5,3(,)0,0) 


4 
j 
(1.1)(3,-5) 0 
7 


(0,4),(-10) = 





بعض المفاهيم الأولية 


ب - جد معادلة الخط الذي هر من خلال النقطة والميل امبينان GUL‏ : 
1- )1,3( ومیل )2( 
2- (2,1) ومیل )0( 
3- )5,3( ومیل ( لا محدود) 
4- )0,0( وهيل ( 1/2 ) 
5- )0,0( ومیل ( 0 ) 
6- )1,4-( ومیل )1-( 
7- )0,2( ومیل )3( 
8- )0,3( ومیل )1/3( 
UI -g‏ علاقة يشكل الخط 0 = 6 - 3۲ + :2 مع الخطوط الآتية هل هي علاقة تعامد pl‏ توازي al‏ 
تطابق أم تقاطع: 
4y -6x-8=0 -l‏ 
4x +6 -3=0 -2‏ 
Ox ۱-2-0 -3‏ 


11 -۲ +۶ 0 -4 
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الفصل الثاني 


بعض العلاقات الاقتصادیه 
الخطية 


Some Linear Economic Relations 











jas‏ العلاقات الاقتصادية الخطة 


بعض العلاقات الاقتصادية dhall‏ 


Some Linear Economic Relations 





تبيّن الدالة الخطية العلاقة النسبية بين متغيرين gl)‏ أكثر) والتي هكن تمثيلها بخط مستقيم 
(منحنى) يظهر بشكل رسم بياني. وقد تم التطرق في الفصل الأول إلى السبل التبعة في رسم معلالة الخط 
المستقيم أو LAS‏ استخراجها من خلال علاقات خطية معطاة. 

وفي النظرية الاقتصادية هناك وصف لكثير من العلاقات الاقتصادية التي تؤثر ظاهرة بفعلها 
السبي بظاهرة أخرى مكونة لدينا علاقات دالية خطبة بصيغة معادلة خط مستقيم. فالاستيلاك مثلا 
هكن أن ينسب إلى مستوى الدخل الوطني بعلاقة طردية تقول بأنه كلما ارتفع مستوى الدخل الوطني 
ازداد مستوى الاستهلاك والعكس بالعکس. والطلب على سلعة معينة Se‏ أن ينسب بعلاقة عكسية 
لمستوى سعر تلك السلعة فكلما انخفض السعر مال الطلب للارتفاع والعکس صحيح. 

: التالبة هي علاقة خطية‎ Ball 

(2-1) y=arth 

حيث أن (y)‏ هو المتغير المعتمد و( ) المتغير المستقل (a sb ( Lal‏ فهي ثوابت 
ولكن (a)‏ هو ثابت معلمي و( (b‏ ثابت عددي وقد يكون في بعض الأحيان معلمياً أيضا. 
ونتذكر أن المعالم هي ثوابت ولکنها تتغیر من وقت لآخر ومن ظاهرة لأخرى ومن بلد 
لآخر ومن ظرف لآخر ولغرض تحليل العلاقة أعلاه ورسمها بيانياً لا بد من معرفة قيم 


كل من (a, b)‏ وهذا يتم وفق طرق فنية الذي يعنينا منها هو استعراض بعض الدوال 
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الخطية الاقتصادية الشائعة الاستعمال وذات الأهمية في فهم العلاقات الاقتصادية المختلفة. ولابد من 
التنويه هنا إلى أن الخط المستقيم يشار au)‏ في بعض الأحيان با منحنى عند الكلام عن الدوال الاقتصادية 
بشكلها العام. 


Consumption Function الاستيلاك‎ ds a 


تعتمد النفقات الاستهلاكية على العديد من العوامل المؤثرة التي يختلف كل منها في طبيعة 
| ودرجة أثره عن الآخر وأكا العوامل ثرا هو مستوى الدخل سواء كان على الصعيد الفردي أو المستوى 
الوطني. 











إن تحليلات الاقتصاد الوطني تبلور لنا هذه العلاقة على شكل dubs Ula‏ في المدى القصير 
مستندة إلى حملة من الافتراضات:- 





1- هناك كمية ثابتة من الاستهلاك لابد منها لل(بقاء على دهومة الحباة حتى في Ulo‏ انعدام 
الدخل. 
2- إن الاستهلاك ينسب إلى الدخل (disposable income) plik!‏ أي أن: 
c= fly")‏ ده 
حيث أن © : تمثل مستوى الاستهلاك . 
y‏ : تمثل الدخل ابمتاح ويقصد به الدخل بعد طرح الضرائب والرسوم . 
3- إذا ازداد الدخل المتاح فان الاستهلاك سيزذاد ولكن بنسبة اقل من نسبة زيادة الدخل التاح» 
وبشكل رياضي إذا كانت -Apd‏ تمثل الزيادة في الدخل الماح . و©: تمثل الزيادة في الاستهلاك 





Ac Ac 
0<—<I: | فأن س هی كمية موجبة ولكن | احد‎ 
Ay! موجبة ولكن اصغر من واحد آي آن:‎ nd ” 








بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


4- إن نسبة الزيادة في الدخل المستهلك ثابتة في الأمد القصبر, ويشار إلى هذه النسبة بالميل الحدي 
للاستهلاك . 
إن الافتراضات الأنفة الذكر يمكن أن توضع بصيغة معادلة خط مستقيم (النقطة - الميل) “GIS‏ 
“رن c=at‏ 
حیث أن: 
© : تمثل مستوى الاستهلاك . 
4 : الاستهلاك الأساس : مقدار Cub‏ بستهلکه الفرد أو المجتمع لادامة الحياة بغض النظر عن 
مستوى الدخل الفردى أو الوطني . 
b‏ : مقدار ثابت وهثل الميل الحدي الاستهلاك (mpc)‏ 
1 : الدخل امتام. 
ماله 
قام احد الباحثين بتحليل طبيعة الاستهلاك في بلد معين لفترة زمنية معينة فتبين له اللی:- 
1- عندما كان مستوى الدخل المتاح يساوي صفرا كان مستوى الاستهلاك )2000( مليون وحدة 
نقدية . 
2- عند أي مستوى من مستويات الدخل ابمتاح يتحدد الاستهلاك بالمقدار )2000( مليون وحدة 
مضافا إلى ذلك )9080( من الدخل امتاح ووفق الدالة الآنية: 
C‏ 0.30 + 2000 = ۳ 
3- وعلیه وعندما يكون الدخل الوطني اطتاح )15000( مليون وحدة فان الاستيلاك: C‏ 08 +2000 = 
15000 


مليون وحدةٌ نقدية 14000 = 12000 + 2000 = كما في الشكل )2-1( 
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C=2000+0.8 YD 


(15, ۱ 





شكل رقم )2-1( 


Demand Function الطلب‎ dls » 


ظ هي شكل العلاقة بين الكميات المطلوبة وبين العوامل ا محددة لها كسعر السلعة المشتراة وأسعار 
| السلع الأخرى ومستوى دخل المستهلك وغيرها. وعموماً فإن الطلب على السلعة یکون : 

23) 4= f(p) ظ‎ 

حيث أن ¶ : ثل الطلب على السلعة . 

و 7 : يمثل سعر السلعة . 

إن ميل منحنى الطلب ف الحالات الاعتيادية سالب أي أن العلاقة بين الكميات 
ا مطلوبة والسعر علاقة عکسية. فإذا ارتفع السعر انخفضت الكميات المطلوبة وبالعكس 
أذا انخفض السعر زادت الكميات المطلوبة من تلك السلعة.وهناك حالات يكون فيها 





۱ 














بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


ميل الطلب"" يساوي صفراً أي أن السعر يبقى THE‏ بغض النظر عن الكميات المطلوبة وفي حالات أخرى 
عندما يكون مستوى الطلب Cob‏ بغض النظر عن pad‏ الأسعار إن ميل المنحنى هنا يكون غير محدد. 
والشكل )2-2( يوضح لنا هذه الحالات الثلاث بمنحنى الطلب E‏ 





وجد في سوق الفواكه انه عندها كان سعر الكغم الواحد من التفاح )2000( وحدة نقدية كانت 
الكميات المباعة )500( كغم وإذا انخفض السعر إلى (1500) وحدة نقدية فإن المبيعات سترتفع إلى )1000( 
كغم. جد معادلة الطلب على هذه السلعة؟ 


نستخده صيغة النقطتين المذكورة ف العلاقه )1-14( لإيجاد معادلة الطلب وکیا ‘dl‏ 


)1( نقصد بالتحني هنا الخط المستقيم مادام الحدیث منتمب على معادلة الخط المستقيم. 
)2( جرت العادة في التمثيل البياني لمتحيات الطلب على أن يكون السعر jp)‏ احور ل ببنما الكميات المطلوة (و ) في المحور-: . 
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ل إل اال 


ولتسهيل الحل نحول الرموز في معادلة الطلب إلى الصبغة العامة أعلاه أي ليكن: 
۲2,۲۹ 
وبذلك يكون لدينا: 
(ql,p1) = (500,2000)‏ 


(qû, p2) = (1000,1500) 


أذن: 


-m00 20 s00) 
1000-500 
-500 اس‎ 
- 2000-8-0 
q- 2000=—~(p- 500) 
q-2000=- p+500 
p=2500-q ۹ =2500- p 


وبالرسم تظهر العلاقة بالصورة الآتية المبينة في الشكل رقم )2-3( وذلك باستخدام طريقة الرسم 








بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 





شكل رقم )2-3( 
من المعروف أن حجم الطلب على مادة ابلح محدود (ثابت) بغض النظر عن مستوى أسعاره 
ولهذا وجد Ob‏ حجم الطلب السنوي على هذه المادة يبلغ )500( طن سنوياً. فما هي معادلة الطلب لهذه 
ابلادة ؟ 
بلاحظ أن الطلب (q)‏ = كمية ثابتة = 500 
اي أن 0 = q‏ 


آما السعر pss‏ 9۵ (أى أن منحنى الطلب غير محدود) كما فى الشكل )24( 


(500, 0) 
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Supply Function العرض‎ äl 4 


هي شكل العلاقة بين الكميات المعروضة وبين العوامل المحددة لها كسعر السلعة وأسعار السلع 
الأخرى ومستوى دخل المستهلك وغيرهاء وتكتب الدالة المذكورة بصورتها المبسطة (GIS‏ 


حيث أن : 

و: الكسات المعروضة . م: سعر السلعة , 

ds‏ الحالات الاعتيادية يأخذ منحنى العرض ميلاً Loge‏ أي عندما يرتفع سعر سلعة معينة تزداد 
الكميات المعروضة من السلعة المذكورة وعندما ينخفض السعر تنخفض الكميات المعروضة منها. وق حالات 
معينة قد يكون منحنى العرض hbo‏ أي ثبات السعر مهما كان مستوى العرض» Gy‏ حالات أخرى قد يكون 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
q= f(p) ۱‏ )2 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| | منحنی العرض غير محدد أي ثبات العرض مهما كان مستوى السعر. وتظهر الحالات أعلاه كما في الشكل )2-5( 


مات لاسرونه الكميات للعروضة 


jhe منحنی العرض‎ (b) منحنی العرض موجب‎ (a) 


lasl‏ العروضة 


(C)‏ منحنى العرض غير محدد 





شكل رقم )2-5( 


۳ 


بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


وكما بينا في دالة الطلب فان القيم التي يعتد بها في النظرية الاقتصادية هي الشیم الموجبة ولا 
تدخل في الاعتبار القيم السالبة لان الكميات المعروضة أو المطلوبة أو الأسعار يتعين أن تكون موجبة أو 
صفراً ولهذا فان التحليلات الاقتصادية تقع عادة في الربع الأول من الإحداثيات ولهذا فإن الذي Lag‏ القيم 
الموجبة لكل من (q, p)‏ فقط ودعنا نأخذ بعض الأمثلة: 

مثال(1): 

عندما كان سعر القطن (5) ألاف وحدة نقدية للطن الواحد فإن (20) آلف طن بيعت في الأسواق 
ولکن عندما ارتفع السعر إلى (8) ألاف وحدة نقدية كانت الكميات المجهزة (35) آلف طن. فما هي 
معادلة العرض التي تمثل هذه العلاقة؟ 

نأخذ Lal‏ صيغة النقطتين لاستخراج الدالة الخطية للعرض: 


p-p = +(q-q)) 


:1 
ويا كان لدينا: 
0 > 0 , 5 ۲ 
5 بن , 8 22 
فان : 
8-3 
(20- )سس 5- 
| 7 
| 
=(q-20‏ §~ 
p 4 )‏ 
نتج : 
5p - 25 = 0‏ 
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q= -5+ Sp 
: GUIS ولرسم هذه الدالة نحدد نقطتين‎ 


p=l,qg=0 
q=-5,p=0 


نرسم النقطتين )0,1( )5,0-( لتحديد خط امعادلة كما في الشكل )2-6( 


q-5p+5=0 





شكل رقم )2-6( 


جرى الاتفاق بين مؤسسة الكهرباء وشركة للدواجن على قيام ا مؤسسة بتجهيز الشركة بالكهرباء 
مقابل تسديد مبلغ قدره (750) ألف وحدة نقدية eb pgd‏ فما هي معادلة عرض الكهرباء؟ 


 < ,و‎ = 750 





بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


ومن ذلك بظهر بأن السعر بقى ثابتاً رغم أن الكميات المباعة (المستهلكة) من الکهرباه لتلبية 


حاجة شركة الدواجن مفتوحة أي إنها غبر محددة » والشكل رقم )2-7( يوضح هذه العلاقة : 





Investment Function uasi ذالة‎ 5 


يعرف الاستثمار بمجموع ما ينفق على شراء السلع الرأسمالية الحقيقية. وني الحياة اليومبة قد تد 
التعريف ليشمل كل عمليات شراء الموجودات أو الالتزام بأية تعهدات يتحمل مقتنيها نضحية في البداية 
وتدفقات من الربح في المستقبل. مثال ذلك شراء أسهم أو (یداع مبلغ لقاء فاندة في مصرف أو زيادة 
habil‏ لدی معهد أو جامعة وغير ذلك. وعلى أية حال فإن الاستثمار يعني كما ورد في نظرية تحديد 
مستوى الدخل Lg‏ ينفق على شراء سلع الاستثمار. وبهذا المعنى فان الاستثمار هو مقدار التغير في 
الموجودات الرأسمالية في الوحدة الاقتصادية أو على المستوى الوطني في حين تسمى الاستثمارات في غير 
ذلك كشراء الأوراق اطالية وما شابهها استثمارات ظاهرية وليست حقبقية لأنها لا نؤدي إلى زيادة الطاقة 


الإنتاجية التى يولدها الاستثمار الحقيقى. 





ظ ما دالة الاستثمار فهي العلاقة التي تنسب الاستثمار إلى العوامل المحددة له كمستوى الدخل 
الوطني ومعدل التغير في ا مخزون ومعدل السعة الإنتاجية المنتفع بها وغير ذلك من العوامل. 

إن ابسط أنواع الدوال الامتثمارية هي التي تنسب المصروفات الاستثمارية إلى الدخل الكلي وكما 

في الصيغة iN‏ 





f(y) ۱‏ =1 )2-5( 
حث أن : 
| = مستوى الاستثهار 
y ۱‏ = مستوى الدخل الوطني 
أما إذا كانت العلاقة بصورتها الخطية فتکتب كما يلي : 
by‏ +0 - ] )2-6( 


حيث أن : ۾ يمثل الاستثمار المستقل الذي لا تتحد قیمته بامتغبرات التي تطرأ على مستوی الدخل. 
أماه: فيو اميل الحدي للاستثمار ويساوي: 
Al‏ 
AY‏ 
ويميل الكثير من الاقتصاديين إلى احتساب مستوى الاستثمار باعتباره دالة لقدار التغير في الدخل 
الوطني وليس بمستوى هذا الدخل وبالصياغة الرياضية E‏ 
T= f(y,-Y,1)‏ )2-7( 
حيث أن : 
Jig :‏ فترة زمنية عادة ما تكون سنة واحدة لان agas‏ حسابات الدخل الوطني تعتبر السنة 
التقوهية الفترة الزمنية المناسبة لهذه الحاسبات. 





ui‏ 3 الفطي 
"دل اس ی اإلتاجية الحقيقية 








it 
d i 


~ 


بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


ولتوضيح الدالة )2-7( لنفرض أن 2009 t=‏ فنحصل على ها يلي ~i‏ 


(Y¥2009- v2009-1)/ 12009 = 
(¥2009 = ¥2008) Í 12009 = 


أي إن الاستثمار في سنة 2009 هو دالة لدخل نفس السنة مطروحاً منه الدخل في السنة السابقة 
وبمكن LES‏ الدالة بالصورة التالية: 


(2-8) l= f(Ay) 
ل‎ < 3, Yn 


قدرت Ulo‏ الاستثمار حسب الصبغة )246( في اقتصاد توسعي لسنة 2008 فوجد أنها بالصيغة 

-: Liy 
Vi= 167 0.08 
ومن ملاحظة هذه الدالة يتين لنا بأن:‎ 

الاستثمار المستقل (167) a=‏ أي أن الحكومة تقوم باستثمارات قدرها )167( مليون وحدة نقدية بغض 
النظر عن مستوى الدخل الوطني. ويظهر من الدالة أن اميل الحدي للاستثمار (۳008) ويعني ذلك أن ما مقداره 
)88( من الدخل القومي يوجه لأغراض الاستثمار. 

وتظهر هذه الدالة Lily‏ الصورة المبينة في الشكل )8-2( : 
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l= 167 +۷ 


(500, 217) 





شكل رقم )2-8( 


۱ عند مستوى دخل وطني يبلغ )500( مليون وحدة نقدية كان مستوى الاستثمار )65( مليون وحدة 
: نقدية وعندما ارتفع الدخل الوطني إلى )700( وحدة نقدية ارتفع الاستثمار إلى )83( وحدة نقدية فما هي 
معادلة الاستثمار؟ مثلها بالرسم. 

مما أن دالة الاستثمار بشكلها المبسط هي : 





1=f(¥)‏ أو لاطبود] 


1-1 “yt =i} 
Lowy 
Y= 500 , |= 65 
Y,= 700 , L=83 
فإن:‎ 





بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


)500 - 0 = وم 
SC‏ - 700 


(Y - 500)‏ —=65- | 
100 
إذن دالة الاستثمار هي : 
0.091 + 20 = | 
ولغرض تمثيل هذه المعادلة بياناً نحدد النقطتين SSVI‏ 
lus‏ 0= ۷ فأن: 20 L=‏ 
وعندما 200 = ۲ فأن: 38 = ] 
أي أن النقطتين هما : )0,20( .)200,38( 


وتظیر معادله الاستثمار بيانياً كما في الشكل ( 2-9( 


(200, 38) 


l= 20+91 





شكل رقم )29( 


Market Equilibrium السوق‎ ojs 2-6 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

۱ يحدث توازن السوق عند سعر معين (نقطة) عندما تكون الكميات المطلوبة عندها مساوية 
| للکمیات ایلعروضة. 

Liles |‏ يظهر ذلك في الشكل )2-10( حيث تجتمع فيه معاالتا العرض والطلب معاً ويتم الاهتداء 
۱ إلى التوازن عن طريق حل معاداتي العرض والطلب LT‏ بشرط وجود نفس الوحدات (q, p)‏ في المعادلين: 
۱ (وتمثل م : الأسعار » و: الکسات املطلوبة أو ا معروضة) وعموماً ي دكون لتوازن معنی اقتصادي ينبغي 
| أن تکون قیم (q, p)‏ آما موجبة أو صفراً أي إن منحنی كل من العرض والطلب يجب أن بتقاطعا في الربع 
| 

| 

| 

| 


الأول من الإحداثيات. 





شكل رقم )2-10( 


alka 
: في إحدى الأسواق كانت معادلتا الطلب والعرض كما بأ‎ 


م3 - 6 2 0 
۲ 1 2 6 








jas‏ العلاقات الاقتصادية الخطة 


ویحل امعادلتن oel‏ نحصل علی: 


م05 +21 10 6۰ 


l0 12 10 ۱‏ ۱ 
اذل dhii‏ التوازن شی ۳7 #سعر التوازن شو 7 وبالرسم ma‏ ذلك في الشكل )2-11( : 


(12 /7,10/7) 


(6, 0 ) 





شكل رقم )2-11( 


Break - Even : نقطة التعادل‎ 9.7 


قبل تعريف نقطة التعادل لابد من التطرق إلى دالة التكاليف ونبداً بالقول بأن 
الكلفة الكلية تقسم إلى قسمين : الأول : التكاليف المتغيرة التى تنسب لحجم الإنتاج 





| 

| 

| 

| (حجم (Claud!‏ وتتغبر بتغبره كابمواد الأولية. والثاني: التکالیف الثابتة التي لا تتغير بتغير الإنتاج بل AG‏ 
dnb ۱‏ مثل الأبنية والمكائن والمعدات وغبرها. وبذلك تكون دالة التكاليف بالصيغة الآنية: 

(2-9) c=atbq ۱ 

| حیث أن l)‏ ثل حجم التکالیف الكلية و(و) حجم Chek!‏ و(ه) التكاليف الثابتة أما(ة) فهو 
| | انحدار التكاليف ويمثل التكاليف المتغيرة لكل وحدة نقدية من المبيعات ولهذا فإن ( وط) يشير إلى 
| | التكاليف التغرة 

| | وفي ضوء ذلك فإن نقطة التعادل هي النقطة التي عندما يتساوى حجم المبيعات مع التكاليف. أي 
۱ أنها النقطة التي عندها تكون الشركة لا رابحة ولاخاسرة. فإذا تقرر أنط تکون نقطة تعادل مستوى 
| |المبيعات (que‏ فإن کل من(ه,و) يساوي (و) لنضرب مثلاً توضيحياً. 

{Ite | | 

۱ نفترض دالة التكاليف كانت: 





1 0,45 + 550 ۶ 
إذن عند نقطة التوازن (q)‏ تکون الدالة بالصيغة الآنية : 
qe = 550 + 0.45 ge‏ 
ge - (4506 = 550‏ 
ge = 550‏ 0.55 


1000= >= و 
0.55 








بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


Wig‏ نستنتج أن نقطة التعادل التى تساوي عندها dad‏ المبيعات مع التكاليف الكلية هى: 


q, = 0‏ 
ولصورة dale‏ فان الداله (2-9)عندها تكون E‏ نقطة التعادل hs‏ کتایتها بالصبغه الثالية: 
=a +b,‏ .0 )2-10( 


at 
` l-b 


لنأخذ Ste‏ آخر : 
قدرت gar!‏ الشركات مبيعاتها لفترة القادمة ممقدار )40( ألف وحدة نقدية وتكاليفها الثابتة 
بمقدار 75 ألف وحدة نقدية والمتغيرة مقدار(28) ألف وحدة نقدية والمطلوب (I):‏ استخراج معادلة 
التكاليف واثبات gh‏ نقطة التعادل هي (25) ألف وحدة نقدية . (ب) حساب مقدار أرباح الشركة إذا 
كانت مبیعاتها )24( آلف وحدة نقدية ومقدار خسائرها أذا خفضت انتاجها إلى (15) آلف وحدة نقدية. 
(i)‏ نستخرج دالة التكاليف : 
التكاليف q=75 dl‏ 


5 5 
التكالش المتغدة =ġ=—===0025‏ 
عدت 8 40 


c= 75 ++ 1 
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وعندماء q=‏ عند نقطة التعادل q,‏ فان مستوى المبيعات والتكاليف تكون حسب الصيغة )2-10( 


pls 


1-5 
لف وحدة نقدية 20= وهي نقطة التعادل 
كما gus‏ في الشکل رقم )2-12( JDI‏ 











(آلاف الدنائير ) 





الشكل رقم )2-12( 





(ج) مقدار أرباح الشركة أذا كانت مبيعاتها )24( نحسب Veh‏ التكاليف: 


2275 + 625 q 


= 75 +0.655)24( 








۰ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 

ee HE 

| | الف وحدة نقدية 222.3 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i‏ 





بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


إذن الأرباح: q-c=24-225=15‏ ألف وحدة نقدية 
أما إذا خفضت الشركة مسعاتها إلى (15) فان خسائرها تكون: 


+ 7.5 2 6 
)0.625(15 + 7.5 = 
ألف وحدة نقدية 16.875 = 


إذن الخساثر: )1.875( = 16.875- 15 و = 


1.5 قدرها‎ eb, 


خسارة فدرها 1.875 


20 


معادلة التكاليف 





شكل رقم )2-13( 
إن نقطة التعادل تقوم على فرضية أن التكاليف تقسم إلى قسمين الأول: التكاليف 
المتغيرة التي Bi‏ نسبك من المبيعات وتتعر بتغيرها والثالي: التكاليف ENH]‏ التي 
تبقى ثابتة مع تبدل مستوى المبيعات. ولكن هذه الفرضية لا تصح Dilo‏ في الحياة العملية 


حيث يلحأ المنتج إلى تخفيض تكاليفه الثابتة بشتى الوسائل عندما يواجه الانخفاض في 
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مببعاته الفعلية عن المتوقعة « ولكن بشكل عام ولأغراض تحليل نقطة التعادل يفترض عدم تغير التكاليف 
الثابتة بتغير مستوى المبيعات. 


Utility Function دالة المنفعة‎ 28 


تعرف المنفعة بأنها مقدار الإشباع المسنعصل من استيلاك Clog‏ من 











۱ 


ما دالة المنفعة فهي العلاقة بين النفعة التي یکسبها المستهلك من جراء استهلاکه سلع معينة 
وبين كمية هذه السلع. وبصيغة رياضية يمكن تمثيل العلاقة بالصورة التالية : 


(2-11) U= (9.9) 





i 


حيث أن : 

U‏ : مستوی اللنفعة, 

qo Q‏ تمثل كمية من سلعتين فقط من مجموع السلع الني تقع في متناول المستهلك 
ظ إن النظرية الحديثة للمنفعة تفترض ححماً ترتسباً للمنفعة وذلك إذا كانت لدينا سلعتان مثل مرو 
,و فان المستهلك آما أن يستهلك السلعة q‏ أو السلعة ,و آو جزء من الأولى وجزء من الأخرى بنسب 
مختلفة ولكن يفترض انه غير قادر على تحديد أرقام تمثل كمية اللنفعة للبدائل المختلفة. 
2 إن تصنيف المستهلك لتفضيلاته من السلع تصاغ رياضياً كما في العلاقة(2-11). ويدرج في دالة 
| المنفعة رقماً معيناً (منفعة) مع كل كمية من السلع المستهلكة ولكن هذه الأرقام تمثل فقط رصفاً أو lay‏ 
للمفاضلات فإذا كانت منفعة ,و (وهي بديل (q,‏ تساوى )24( ومنفعة ,و (هي بديل (q,‏ تساوي )8( فان 
السلعة ,و تفضل على السلعة ,و ولكن ليس صحيحاً أن نقول أن السلعة , و تفضل ثلاث مرات على 

السلعة ,و إن دالة المنفعة دالة مستمرة وهذا ما Glia‏ عليه في فصل لاحق ونكتفي بالإشارة إلى صيغتها 

العامة في (2.11). 














بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 





Production Function zty! ai 29 


تعرف دالة الإنتاج ib‏ شكل العلاقة بين كمية الإنتاج (out put)‏ من سلعة وكمية المستخدمات 
(inputs)‏ اللازمة لانتاحها. 


(2-12) X = f(a).a,......a,) 
: حيث أن‎ 
مستوی الإنتاج.‎ : X 
من المستخدمات (عوامل الإنتاج) مثل العمل والمكائن وابلواد الأولية وغيرها.‎ n تمثل‎ apapon, 
والصيغة )212( هي الصيغة العامة لدالة الإنتاج.‎ 
ما نلاحظ في الأديبات الاقتصادية دالة الإنتاج بالصورة التالية:‎ [Ss 
(2-13) O=(K.RLL,T) 
: حیث أن‎ 
الدخل الوطني (الناتج).‎ =٩ 
JUI رأس‎ = K 
الأرض (المصادر الطسعية).‎ = ۸ 
رأس الال البشرى أي العمل.‎ =1 
التكنولوجيا‎ =1 


وإذا افترضنا أن رأس امال والأرض والتكتولوجما dl‏ في الأجل القصير فان الدالة )2-13( تؤول إلى : 


(2-14) 0= f(L) 


= 
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إن الدوال الإنتاجية الأنفة الذکر قد تكون من الدرجة الأولى (خطية) وقد تکون غير خطية 
(درجتها أعلى من الواحد كأن تكون من الدرجة الثانية والثالثة .. الخ) وعندما تكون دالة الإنتاج خطية 
فان الدالة (2-14) يمكن أن تكتب بالشكل التالى : 
+0 - 0 )2-15( 


=a‏ مقدار Cub‏ ویسمی محصور - 0 كما مر شرحه. 
Cub =b‏ معلمي. وهو ما نسمیه بالميل العدي ZEW‏ 
وعندما تمثل الدالة )2-15( Lily‏ فإنها تظهر كما في الشکل )2-14( 





شكل رقم )2-14( 


وهناك أنماط أخرى من الدوال الإنتاج مثل دالة (كوب - دوكلاص) وغبرها glu‏ عليها في الفصول 
القاذمة. 


۳۹ 





بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 





Imports Function الاستبرادات‎ dis 20 


وهي العلاقة بين dad‏ المستورد من السلع والخدمات وبين العوامل المؤثرة على ذلك. وكثيراً ما 
تكون تلك العوامل هي حجم الاستهلاك الكلى والاستثمار لان الاستبرادات توجه عادة إلى هذين الجانبين 
من العناصر الطلب النهائي وإذ ما سلمنا بهذا القول فان دالة الاستيرادات تبدو بشكلها الرياضي JUS‏ : 

(2-16) M = (CD) 
KE 

M‏ = الاستيرادات من السلع والخدمات. 

C‏ = الاستهلاك الكلي. 

1 > الاستثمار الكلي. 

ويمكن أن تكون هناك عوامل أخرى تؤثر في مستوى الاستيرادات لا مجال هنا لبحثها. by‏ بعض 
الدوال Old‏ التغر الواحد يكون gains‏ الدخل الوطني المؤثر الوحيد على الاسترادات » وتأخذ الدالة 
وفق هذه الفرضية الصيغة المبسطة التالية: 

(2-17) M= f(Y) 


حيث أن ۲= مستوى الدخل الوطني. 
وإذا كانت هذه الدالة خطية فيمكن أعادة كتابتها كما يلي: 


M =a+bY 


ub =a 
: الحدى للاستيراد ویکون‎ LA ميل الداله ومثل‎ = b 


0¢ b ¢ 1 
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Exports Function الصادرات‎ ds 2 


تعرف الصادرات بأنها السلع والخدمات المنتجة من قبل بلد معين والمباعة لبلد أخر مقابل شراء 
ظ سلع وخدمات هتلکها ذلك البلد أو لقاء عملات أجنبية أو ذهب أو مقابل تسوية ديون بين البلدين. Lal‏ 
| دالة الصادرات فهي العلاقة بين dad‏ الصادرات وبين العوامل المؤثرة فيها ومنها حجم الدخل الوطني 
وحجم الاستبرادات أو أسعار السلع في السوق العالمية وغبرها من العوامل. 

وبشكل مبسط تكون دالة الصادرات دالة للدخل الوطني وحسب الصيغة الآتية: 








(2-18) E=a+bY 





Ee‏ ثل حجم الصادرات و Y‏ يشل الدخل الوطني وه ثابت عددي b g‏ ثابت معلمي 
| 
| ويعرف Jubb‏ الحدي للصادرات. 


Other Economic Function دوال اقتصادية أخرى‎ 20 





هناك الكثير من الدوال الاقتصادية التى توضح العلاقة بين متغيرات اقتصادية عدیدة تأخذ صيغة 
العلاقة الخطية كدالة الطلب على النقود أو دالة عرض النقد ودالة الضائب ودالة المخزون وغرها 


ونكتفي بالدوال التي وردت في هذا الفصل وسيتم التطرق إلى دوال أخرى خلال فصول الكتاب القادمة. 





(2-1) oul 





[- إذا كان حجم الدخل الوطني (Y)‏ يساوي )1500( وحجم الاستهلاك الثابت الذي يتحقق بغض 
النظر حجم الدخل الوطني )400( ونسبة ما يستهلك من الدخل خلال الفترة )70%( 
المطلوب إيجاد : 








بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 


alls |‏ الاستهلاك. 
ب- حجم الاستيلاك louis‏ يكون حجم الدخل الوطني )2000( . 
ج“ رسم الدالة المستخرجة في الفقرة ب. 

2- اذا كان منحنى الطلب على سلعة ما هو : 

q=- 2‏ 
حيث أن و ثل الکمیات المطلوبة وم السعر « جد ما GL‏ : 

أ- مستوى السعر أذا كانت الکمبات اللطلوبة : 61214 
ب- مقدار الكميات ابلطلوبة أذا كان السعر :25,7,3 . 
ج- ما هو أعلى سعر يمكن أن يدفع بهذه السلعة؟ 
د-أية کسات مکن أن تطلب 8 أصبح السعر حرا 
Golo‏ سعر يكن أن تسوق به السلعة. 
و-ارسم معادلة الطلب (منحتی الطلب) . 


3- اذکر أي من العادلات آلاتبة هثل الطلب وأي منها هشل منحنی العرض وأي منها لا هثل 
منحنی الطلب ولا منحنی العرض: 
آ- q=3p-1‏ 
ب- q+2p+9=0‏ 
ج- q-p=0‏ 
د- q-7=0‏ 
-ð‏ ۲-11 


٩2۰58 -6 -3 


4- حل المعادلات الآنية جریا ثم تحقق من النتائج عن طریق تحویلها إلى نقطة نوازن السوق 
بالأسعار والكميات. 


5 و وه 


pq=2+2 
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با 8 


۳ 
2۹ 


(15) قررت إدارة إحدى المصانع في خطة إنتاجها بيع الوحدة الواحدة من السلع المنتجة بسعر‎ -S 


وحدة نقدية جد ما j‏ : 
أ- ما هي مجموع عائدات المصنع إذا باع )450 وحدة ؟ 
حدد ذالة العائدات وارسمها. 
ب > وبافتراض أن التكاليف الثابتة هي (25) ألف وحدة نقدية بغض النظر عن أي كمية 
ينتجها المصنع اعد رسم الدالة التي تم رسمها في الفقرة (أ) أعلاه. 
ج” إذا كانت التكاليف المتغيرة تشكل ما نسبة 054 من مجموع العائدات وان التكاليف 
الثابتة معطاة في الفقرة (ب) حدد نقطة التعادل مستخرجاً الكميات المباعة التي 
د“ من الفقرة (ج) إذا باع المصنع (5000 وحدة ما هي الأرباح التي يجنيها وإذ قلص 
انتاجه إلى )2500( وحدة وما هی الخسائر التى بتكيدها؟ 
6- اعد متخصص ف الاقتصاد الكلى نموذجاً " خطباً" للاقتصاد الوطني ضم المعادلات الخطية 
الآئية : 
- 1 + 80 دع 
لب 0,121 + 1-35 
3 1 + 15 - !۷ 
E=10+0.08Y “3‏ 


۲-6۷1 ۲ ۷ A 





بعض العلاقات الاقتصادية الخطة 
جد bla‏ 


ا“ إذا كان مستوى الدخل الوطني (500) جد كل من الاستهلاك ©)والاستثمار (۸۵ و 
الاست‌رادات (M)‏ والصادرات E‏ 


لب" مادا نستنتج من الحل ؟ 


TZ‏ هل Se‏ حل النموذج واستخراج مستوى الدخل الوطني دون أن نزود بمستوى هذا 
الدخل؟ 
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الفصل الثالث 


ds youl المصفوفات‎ 


Matrix Algebra 
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المصفوفات dy pod!‏ 
المصفوفات الجبرية 


Matrix Algebra 





يحتل موضوع المصفوفات الجبرية أهمية كبيرة في التحليلات الاقتصادية ما يقدمه من وسائل 
وطرق وأساليب تساعد كثيرا على حل المسائل الاقتصادية وخاصة تلك التي نتضمن مجموعة من العلاقات 
الآنية بين المتغيرات. 

إن الوسائل التي توفرها المصفوفات الجبرية على سبيل المثال تستخدم في تناول مواضيع عدة منها 
تحليل المستخدم - المنتج وتحليل التؤازن الجزني وثبسیط جوانب معشدة من النماذج الاقتصادية التي 
بظهر فيها السعر والدخل والاستخدام كمتغيرات وغير ذلك. 

كما تبرز أهمية المصفوفات الحبرية في الإحصاء عند تناول موضوع الانحدار والارتباط والاختبارات 
اللازمة للمعام المقدرة من خلال نظام المصفوفات والموجهات. 

وقد احتلت المصفوفات الجبرية في العقود الأخيرة مكانة بارزة كوسيلة فعالة في كل من العلوه 
النظرية والتطبيقية على حد سواء من خلال النظام اطناسب الذي تحتويه هذه المصفوفات في معالجة 
العلاقات بين الأعداد حيث يتضمن النظام ا مذكور الرموز الملائمة التي يمكن بواسطتها ضغط الأعداد 
وتكثيفها بشكل يشبه إلى حد ما طريقة الاختزال التي تستخدم في الكتابة السريعة إضافة إلى أن قواعد 
نظام المصفوفات وعملياته قليلة ومبسطة مما أشاع استخدامها لهذا أصبحت الحاجة إلى التعرف على 
المصفوفات الجبرية daga‏ ومشحعه والتي سنتناولها خلال هذا الفصل الذي يتضمن معنى المصفوفة 
وا موجه وأنواع المصفوفات وطرق عكس المصفوفة والمحددات وكيفية استخدام كل هذا في المعادلات 
الخطة الآنية. 
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المصفوفة هي نظام مستطيل الشكل لصف من الأرقام تكتب GN‏ 


a, Ay, 


y ۱‏ جوا روا 


il 


mi md MN 





وتوضع polis‏ المصفوفة dole‏ بين قوسين مضلعين [ ] ونتکون المصفوفة من مجموعة العناصر التي يرمز 
لها بالحرف a‏ وبلاعظ أن a‏ هي pais‏ في الصف (i)‏ والعمود (j)‏ من المصفوفة التي أتطلقنا عليها اسم 
A‏ ويرمز أحيانا للمصفوفة ۸ ب (a,)‏ أو اوندعی المصفوفة التي تحتوي على (m)‏ من الصفوف و (n)‏ من 


۱ | الأعمدة مصفوفة 1 × 1 أو مصفوفة ذات نظام ۸ ×1 وتكتب أحيانا ب وإذا كانت me n‏ فإن 
| الصفوفة تكون مربعة وتكتب ۸×۸۸ 


أمثلة 


(te | 
214 5 | 


-1 3 0 -4 


شي مصفوفة ذات صفين وأريعة أعمدة وتسمى اختصارا مصفوفة 2x4‏ 


مثال(2): 


۱ ۱ l 1 
۱52 6 





المصفوفات الجبرية 


1X3 مصفوفة‎ ۱ 


— bs تف‎ 
alll 31-3 i 


۱ ۱ d 
2X2 digia ۱ 
| 6 


أو مصفوفة (Square Matrix) åm pa‏ أما المصفوفة التى شها ME ١١‏ فتسمى مصفوفة مستطبلة. 


Identical Matrices المصفوفات المتطابقة‎ 33 








تسمی المصفوفتان ذات النظام الواحد متطابقتان إذا وإذا iš‏ 
متساوية. 


إذا كانت لدينا: 


jel’ 


(3-1) A=B كان‎ 


Vectors المتجهات‎ 34 


تسمى ابلصفوفة التى تحتوي على عمود واحد فقط أي مصفوفة ذات 1Xm‏ بالمتجه العمودي 


VS ولكتب‎ 





(3-2) ۷ 2 
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| 
| 
| 
1 
| 
| 
۱ 
| 


| ويحتوي المتجه u‏ على ,!1 من العناصر - ویسمی المتجه العمودي الذي يحتوي على نه من 
الصفوف بامتجه ذو البعد m-‏ 

lal‏ المصفوفة التي تحتوي على صف واحد فقط أي مصفوفة ۸×1 فتسمى بالمتجه الأفقي ويكتب 
T‏ 


63 GARRA 


ويحتوي المتجه V‏ على ,۲ من العناصر « ويسمى المتجه الأفقي الذي يحتوي على « من لأعمدة 
اجه ذو البعد - n‏ 








|| أمثلة 
| 
2 
| | مصفوفة 1×3 وهي متجه عمودي ذو 3 أبعاد. 
3 
Quite‏ 
|3 
0| ,. 5 
مصفوفه 1×4 وهي متجه عمودي ذو 4 آبعاد. 
| 
| 4 


مثال )3( 
1 5 2 مصفوفة 3×1 وهي متجه أفقي ذو 3 أبعاد. 
۳ )4( 


[7 4 0 1 0| ممفوفة 5×1 وهي متجه أفقي ذو 5 أبعاد. 





ds poll المصفوفات‎ 


Identical Vectors المتجيات المتطابقة‎ 35 





یکون المتجهان الأفقيان: اللذان یحتویان على نفس الصفوف متطابقان إذا وإذا فقط كانت لدينا 


عناصرهما المتناظرة متساويه. 
مثال: 
إذا كانت لدينا المصفوفات )459 فان: 
A=(21,5]‏ 
B= [3,1]‏ 
C = [2,1,5]‏ 


3 
۱۱ 


فان: »-هولکن D‏ + 5 4, و BeC#D‏ 


Basic Matrix Operations العملبات الأساسية للمصفوفة‎ 34 





3-6-1 جمع وطرح الصفوفات 
Matrices Addition and Subtraction of‏ 
مکن جمع أو طرح مصفوفتين أو أكثر إذا وإذا فقط كانتا ذات نظام واحد وإن مجموع أو Spl‏ 
بين مصفوفتين( nX m‏ ) ينتج عنها مصفوفة ( mX(m‏ أيضا وإن عناصر المصفوفة الجديدة هي مجموع أو 


الفرق بين العناصر المتناظرة للمصفوفتين الأوليتين فإذا كان لدينا: 


ayo, ۱ 
A=]: : |21: 6 
ml "Foy Dn byn 
فإن:‎ 
(3-4) A+B=C 
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dı, +5, +a, +, ۱ 
C= 


a ibni A an + بر(‎ 1 
مثال(1):‎ 

211 ] 2] ]7 3 | 
+ = | 

4 0 ۱۱ ۱4 1 | 


| 0 5 |2 3 4) |-1 -3 1 
2 3 ۱-۱0 3 5]22 0 -5 
71 4) ۱ 2 || | 6 -l1 3 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
A 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


|| ۱0۱ || 
6۱+۱3۱<11 
21 ۱۱ 3 





B 21 ۱-4 إ1‎ 


pitta e 


7] |-S}| |2۱ 10 
1+ 4 ۱-[5|<|0 
4| ۱-۱1۱ ۱31 ۱ 





© 

- 
A 
35 
, = 





المصفوفات الجبرية 
3-6-2 ضرب المصفوفة Multiplication of Matrix‏ 
1 ضرب اللصفوفة معداد (Scalar)‏ 
يعرف املعداد ail (Scalar)‏ مصفوفة ذات نظام (1X1)‏ عند معاملتها معاملة المصفوفات أي أنها 
قيمة غير اتجاهبه. 
إن نتيجة ضرب أية مصفوفة بالمعداد هي المصفوفة نفسها مضروب كل عنصر فيها بهذا المعداد 
(رقم ثابت ( 


وبالرموز إذا كانت gal‏ 


وأردنا شرب هذه المصفوقة بعدد Cub‏ (معداد- (Scalar‏ هو k‏ فان: 


1007 
kxAmxn=] : ۱ = kla), 
kay ‘Rd, 
(3-5) = (AA) oen 
أمثلة‎ 
2-1] [8 -4 
() 7 ۳ 28 
Zhe 
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لبا- ضرب المصفوفة بمصفوفة أخرى 
مکن ضرب مصفوفتن إذا وإذا فقط كان عدد الأعمدة (Columns)‏ في المصفوفة الأولى مساويا 
لعدد الصفوف (Rows)‏ في المصفوفة الثائية ونسمى المصفوفتان(8 (A,‏ مكيفتين للضرب إذا كان عدد 
الأعمدة في (۸ ) مساويا لعدد الصفوف في(8 ). أما حاصل الضرب فهو مصفوفة تحتوي على نفس عدد 
ظ صفوف المصفوفة ( ۸ ) ونفس عدد الأعمدة في المصفوفة (B)‏ 
لذلك فإن: 
=C‏ پگ 


min ۱۸‏ 
قواعد هامة: 
1- إن حاصل ضرب متجه أفقي ذو نظام 2*1 بمتجه عمودي ذو نظام ×1 هو معداد (Scalar)‏ 
ذلك: 


(3-6) 4 i 5 Cul 


2- إن تتابع عملية ضرب المصفوفات مهمة جدا ذلك لان ضرب المصفوفة 


8 ہے4 3 ہے‎ Bem والمصفوفة ,8 يمكن أن نتم بحالتين هما‎ A,,,, 





it 
d / 


المصفوفات الجبرية 


ولكن § النتيجة AB + BA‏ وتجنبا لذلك يتعين الانتباه لهذه الفضية. ففي حالة ضرب OLS AB‏ 


المصفوفة A‏ تسمى المغروب مقدما ( (Pre multiply‏ والمصفوفة 8 تسمى بالمغروب لاحقا (Post‏ 


multiply )‏ وبترتيب ذلك مكن تجنب الوقوع في خطأ تتابع عملية الضرب. 


أا كيفية ضرب مصفوفتين يمكن توضیحها بالرموز GIS‏ 


a, 
bi با‎ A 
dy ۱ 
b, b,, b,, 0 
ay 1 
aby t tb a,b); T dl; D>, 
yb, taby ورد‎ + yd, 


Ay Dy + AP A; + yds ب[‎ 


أمثلة 


حم ا et‏ حا 


| 3 2 
١0 یلا‎ 


l 


2x3+1x0=6 2x2+|xl=5 


|x3+2x0=3 (+ (۷[ < 4 


§x3+0x0=15 5x2+0xl=10 9 


6 5 
١ 4 
10 


ig 


5 
=|} 
5 3 


4 
ds) 


aly) 


dubi + ويرك‎ 
=| aybi taby 


yb, taph 


2 
| 
5 


۷۱+ 1۷3-5 
Ixl+2x3=7 
§x14+0x3=5 
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۱ ۱ ملاحظة هامة: 





ا 23م 0 1 
5- 0 0 ۱-۱ 1- 2 2 0] |1- 0 
7 6 6 2 إ5 100[ 2۱ 3 


ب[ - 0 0 2- [2- 0 





إن المصفوفتين في المثال رقم )3( و(4) هما نفسهما ولكن أعيد ترتييهما فكانت النتيجة مختلفة. 
إن ضرب ثلاث مصفوفات أو أكثر لا يؤثر على النتيجة بغض النظر عن أي منهما سيضرب أولاً 
| بلآخر شريط مراعاة ترتييهاء وبالرموزيمكن توضیح ذلك كما يلي: 

67 (Age Bea Cg Amal Bea Co) = Ara Bra Cy = 

| أمافي حالة جمع وطرح مصفوفتين فيكن استبدال ترتیبهما دون أن تتأثر النتائج أي آن: 

(3-8) 4+ 8 - 8 + ۱ 





و 6+(4+8)-(8+0)+4 4+0 روق 





a: : 


المصفوفات الجبرية 
في حين ليس لعملية ضرب المصفوفات هذه الصفة التبادلية ذلك AB # BA‏ ولكن كما ذكرنا 
مکن ضرب أي من المصفوفات التالية دون الإخلال بالترثيب: 
ABC = (A(BC)=(AB)C‏ 
دعنا نتناول بعض الأمثلة: 





۱ 2 ۱ 0۱ 0 2 ۱12 ۱ 0 
ejb dfs oao o 1 50 | 
ii 0 4 3| 0 4 -2/0 4 3 

۱۵ 4 5 


-] 0 0 0 
-20 -8 -0| 


هثال(2): Las‏ لتسلسل ilas‏ الضرب JELI E‏ )1( نحصل علی: 


1 210) 1 0 4 5 

0 0 0 )= 4 0 ۶0۱ ۱۱ ۵ دلب 2 0 ۱ 0 

10- 8- 20- ]| 43 0 21- 
وهي نفس النتيجة. 





zili 3‏ خاصة من المصفوفات 


3-7-1 المصفوفة Diagonal Matrix & häll‏ 
تعرف المصفوفة القطرية بأنها مصفوفة مربعة كافة la polis‏ أصفارا ماعدا العناصر الواقعة على 
قطرها الرئيسي المتد من أعلى اليسار إلى أسفل اليمين. ويرمز لها بالحرف D‏ أي أن: إذا كانت لدينا 

المصفوفة آلانية: 
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تكون هذه المصفوفة قطرية إذا وإذا فقط: 0 =4 j for‏ | 
لواحد على الأقل من (i=j)‏ 0 2 4. 
ولهذا يرمز للمصفوفة القطرية أحيانا ال 


المصفوفات التالية هی مصفوفات قطرية: 








ثال )1( 

-2 0 0 

0 10 

0 0 4 
-1 0 0 ۱ 
0 3 0 0 
0 0 4 0 
0 0 7 


E 





المصفوفات الجبرية 


20 0 
0 0 0 
0 0 4 


Identity Matrix المصفوفة المحايدة‎ 3-7-2 


رهي مصفوفة عناصرها القطرية واحد موجب ويرمز لها بالحرف (1) ولتوضيح ذلك ]13 كانت: 


فان هذه المصفوفة محابدة إذا وإذا فقط كانت: 
a; =() 0۳۱ j‏ 


a, =| for i= j 


أمثلة 
DJs‏ 
0 1 
= ,| 
زو 
0 0 0 | 
۸ 0 ۱ 0 
0 ۱ 0۵ 0 ' 
| 0 0 0 


107 


| وهما مصفوفتان محايدتان 4 ,24×2 على Sigil‏ 


| 
| 
| | 
l 
| 
| | 
| 
| 
| 
l 
| | 
| 
۱ 
| | 
| | 
| 
| 
۱ | 
| 


ملاحظة 
عند ضرب dl‏ مصفوفة مقدما أو لاحقا مصفوفة أحادية مناسبة فان النتیجة لا تتغير وبالرموز: 


سك ,مر ناديم pm‏ 








مثال: 
-l 3 -l ۱‏ 3 
0 | 
4 ]|= ۱ 4 | 
,01 * ۱۳ 0 
-i‏ 3 |1 13 ۱ 0 1 
=l 4‏ )4 1| 01 
1 ۱0 ۱۱ 0۱۱۱0 0 
3-7-3 المصفوفة الصفرية Null Matrix‏ 
۱ ظ تسمى المصفوفة ۵ التي جميع عناصرها أصفارا بالمصفوفة الصفرية ويرمز لهذه المصفوفة 
| بالرمز (0). 
| 
{Dis |‏ 
0 0 
)0 0 | مصفوفة صفرية 3X2‏ 
0 0 





ds poll المصفوفات‎ 


مغال(2): 
0 0 0 
0 0 0 مصفوفة صفرية 333 
0 0 0 
0000[ = 
0000 مصفوفة صفرية 2×4 
قاغدة: 





1- إذا جمعت أو طرحت مصفوفة صفرية مناسبة من مصفوفة أخرى فان هذه المصفوفة لا تتغير ‏ 
وبالرموز SVS‏ 

(3-12) A ven tO ny 5 Aven -2 

3- إذا ضربت مصفوفة بمصفوفة صفرية مناسبة سواء كان الضرب مقدما أو لاحقا فان النتيجة هي 


مصفوفة صفرية أخرى « وبالرموز VS‏ 


(3-13) Oc» Ayn 0 Ope 
لنأخذ بعض الأمثلة:‎ 
0 11 [0 01 0 | 
2 31410 01-212 3 
| OF ۱۸ OF |1 0 
:)2 هنال[‎ 
0 ۱ 0 ۱ 0 0 
۱ ۱۳ ا‎ 
13 6 
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l م۹‎ 0 ۱ 
: 
3 6 0 
The Transpose of Matrix منقول المصفوفة‎ 3-7-4 


یقصد بمنقول المصفوفة تغير موقعها فمنقول المصفوفة ...4 هو 4 ويرمز له عادة ۸ فإذا 
| كانت لدینا المصفوفة AI‏ 








Ay Ain 
A= ۱ = (dy) mn 
nı Am 
فإن منقولها هو:‎ 
' 
dı aT ۳, 
i : | اس اف‎ ۲" | 
yy سأ ابر مج‎ 
"7 1 
لاحظ ما لي‎ | 


إن منقول متجه أففي ذو بعد - ۾ هو متجه عمودي ذو بعد - « أيضا والعكس محیح. 
| - أمامنقول المصفوفة القطرية فهو نفسها تماما 


خذ الأمثلة آلاتية: 


| 
| 
۱ | 
| 





ut 


المصفوفات الجبرية 


{DJs 
3 5] 1 -1 0 
= =) | 1 1 
0 7 دل‎ 
5 9۱ ۰ [5 2 
2 تا‎ 9 18 
Mda 
١ 
71 ٩ 
ll 0 5 Ih, Y 
8 dzl 
(4) J bos 
| 
H -] 3 Ih. 
۱ 
(5) les 
10 0 10 0 
02 0| -02 0 
00 إ6-‎ [0 0 -6f 


3-7-5 المصفوفة التمائله Symmetric Matrix‏ 
تسمى المصفوفة المربعة المساوية منقولها بالمصفوفة المتماثلة أي أن عناصرها متوزعة حول قطرها 
الرئيسي بشكل منتظم « وبالرموز: 
A=A‏ )3-15( 
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| لتوضيح ذلك نأخذ المثالين الآثبين: 
lia ۱‏ 1 1(‘ 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 0 [ flo 5 | 
0-3 4۱-۱0 -3 4 | 
5 4 -2| [5 4 -2 5 
Pa 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


ae | 


Idempotent Matrix المصفوفة المثلة‎ 3-7-6 


إذا نتج عن حاصل ضرب مصفوفة متمائلة بنفسها المصفوفة نفسها las‏ تسمی هذه بالمصفوفة 








وبالرموز: تكون المصفوفة A‏ مشلة إذا وإذا فقط كانت: 
۸ =4 
)3-16( 
AA=A‏ 


HY JEL! a> 


المصفوفات الجرية 


3-7-7 منقول مجموع أو الفرق بن المصفوفات 
Transpose of a Sum or Difference of Matrices‏ 
ان منقول مجموع أو الفرق بين مصفوفتين أو أكثر يساوي مجموع أو الفرق بين منقول هاتين 
المصفوفتين أو أكثر وبالرموز تتوضم هذه العلاقة E‏ 


(3:17) (Ann E Bun E Coren) = Asn بل‎ = Cone 


وللاختصار: 
(d, ۳ 5 (d, 5‏ 
Lue‏ أن: 
d, = (4, +B, £C,)‏ 
+B, tC,‏ ار 5 d,‏ 
إذا کانت: 


‘ub 


8 -l 
A+B+C= 
9 


(A+ B+C)' = S 
كاين‎ | 


Lüll;‏ فإن: 
4 0 | ]1 3 21 5 ۱ 
A+B +C'= + +‏ 
1 2-| |5 2| )3 1- 
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1 k í 


(A+B+C) = A+B +C' 
| 
منقول حاصل ضرب المصفوفات‎ 3-7-8 
Transpose of a Product of Matrices 





| إن منقول حاصل ضرب مصفوفتين أو أكثر يساوي حاصل ضرب منقول هذه المصفوفات ولكن 
بترئیب معكوس. وبالرموز يمكن توضيح ذلك بالانی: 

۱ نت / ۰ 

(3-18) ٠ (Ana Pap) ~ Cot Pear fran | 


إذا كانت لدينا المصفوفات التالية: 


| 2 








A=|5 0| ,8- أ‎ C= ۱ 
۱ اس‎ Sha pus 
0 1|, 
فان:‎ 
۱ 
2 | 
ABC =| 0 
=I 
-2 
(ABC)'=| 0 | =[-2 0 -l] 
-] 
وبا مقابل فإن:‎ 





المصفوفات الجبرية 


0-1] fl 5 0] 
(4BC)'=C'B'A'=[1 بر‎ 
L 6 Jal? 0 واا‎ 


۱- 0 2-]- 
وهي النتيجة نفسها. 
3-7-9 اللصفوفة المحزأة Partitioned Matrix‏ 
كثيرة ما تجزأ المصفوفة بواسطة خطوط أففية وعمودية إلى مصفوفات فرعية. 
فالمصفوفة ,4 يمكن تجزثتها على سبيل المثال إلى: 


4) 


(3-19) A= (4, 





حبث أن: 

n Xm ۸ذات نظام‎ 

nxm ذات نظام‎ A, 

n,+n= ngs 

اما منقول المصفوفة فيمكن وضعه بشكل منقول املصفوفات الفرعية JIS‏ 
„A‏ 

A= ۳1‏ )3-20( 
ان الخط الفاصل بين Al, AS‏ هو ليس خط القسمة (الكسري ) بل خط التجزئة. 


اذا كان لدينا ا مصفوفة التالية: 
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2- 4 5۱ 
4 ۱ 
pris‏ 
151-7 
dud‏ 
| وقد جزأت WS‏ 
| 
۱ 42 1 ؟ 
4 7 3 )444 
بار و ,|۵۳۰۳ 
39 ۱ 8 


وبذلك يكون منقول المصفوفة A‏ هو منقول المصفوفات الفرعية, وكما يلى: 
8 31 5 


| 5 7 ۱ ۸۱ 9 
3 ۱ !ا ا 


-2 4 -7 9 





۱ إذا كانت هناك تجزئه 
| متمائلة اصفوفتن أو أكثر فإنه هکن أجراء عملیات الجمع أو الطرح للمصفوفات المجزأة دفعة واحدة 
لنحصل على نفس التائج ign‏ هكن توضيع ذلك كما يلي 

إذا كانت لدينا: 





A =4 


MAN A 


۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

iR 

= R ١ | 
Bay (Bpa By) , S 
l 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 














المصفوفات الجبرية 


(Aon t sa) =À inn, ~~“ mea |“ net, >“ mn) فإن:‎ 
وبالمثل إذا كان لدينا : | ———|= سورك‎ 
ا‎ 
B 
B = my xt mE 
A. +B 
ہ4‎ 8 = 
5500 
إذا كانت لدينا:‎ 
2 5 2 1 7 9 
A=|1 3 1], Ball -1 Q 
4 4 -1 3 6 | 
فان:‎ 
A+ B=(4|4,)+(B|B,) 
2 52| [1 719) [3 1 
-|[ Siti] -101[-2 ۸ [ 
4 411 3 ۵۱۱۱ |7 10/0 
=(4,+ BA, + B,) 
A b 
A+ B=| — |+| — i 
8 ۳ 0 
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ويمكن أجراء di‏ تجزئة ( تقطبعات ) مناسبة للحصول على نفس النتائج لعملية الجمع أو الطرح. 
۱ 


2 هكن تجزنة اللصفوفات تجزئة مناسبة sho‏ عملي افرب ویک ن بیان ذلك 
بالرموز DS‏ 


إذا كانت لدينا المصفوفة ,4 وجزئت: ( A= (AA‏ وان به ذات نظام mxn‏ ويه 


MXN, نظام‎ Ol 





B 
B 3 ولاینا أيضا المصفوفة ,8 وجزئت:‎ 1, +N - و‎ 





وان ,8 ذات نظام xk‏ ” و 82 ذات نظام Xk‏ 
فإن: 
8 
AB = (44:) = AB, + A,B,‏ )321( 
هنال" 
إذا كانت لدینا المصفوفتان التالیتان: 
0 25/7 
لو إا 3/0 4-0 
0 ]- 
0 1-|0 1 
3 0 











المصفوفات الجبرية 


فان: 
0 25/7 
0 ۱۱-۱ ۱ 
3 0 
|0 7 25 
0 |- | 5 

-0 af) lf | 

۱ 0 2 3 0 

| 0 -1 0| 





10 2| ]-7 0] [3 12] 
- 0 7+۱0 3 0 10 
5 ۱۱ | Ol [6 | 


The Determinant of Matrix dich) محدد‎ 38 





3-8-1 تعريف 


إن محدد المصفوقة هو معداد (Sue)‏ يستخرج من عناصر المصفوفة المربعة بعمليات معينة 


(SIL وبالرموز يمكن توضيح ذلك‎ 
dı ay, 
A= ۱ ۳ 
Ay, Ay 


إذا كانت لدينا المصفوفة. 
فإن: 
det A=|d|=a, Aa =d; a,‏ )3-22( 


أمثلة 


(Dut 


جد محدد المصقوفة ASN]‏ 
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3 


2 5 
4= 2--017 





5 


جد محدد المصفوفة الآتئة: 


fe = | 
B= | 
: H | 


| 
ی 


۲ 
A= 





A آما محدد المصفوفة ذات نظام 3 ×3 فتستخرج كما‎ 3 -8-2 
|A = Mly ورلا‎ FA, ^ A — A) Ay, Ay 7 A Ap -aal 


أو: 





)3-23( A =a (anay =A) + aplaya; - ورد‎ + apla, dA) 





mf | 

| جد محلذ المصفوفة: 

138 ۱ 
4-19 7 0 ۱ 
6 4 2| | 
eh 

| 

| | الجوبة 

| 3 8 | a 
۸-0 7 0 | 
6 42 | 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 





المصفوفات الجبرية 


=1x7x2+3x0x6+8x9x4-lx0x4-8x7x6-3x9x2 
- 14 +0+ 288-0 - 336-54 
= 8 
استخراج محدد المصفوفة بطريقة فك المحدد بامرافقات‎ 3-8-3 
Expansion by Cofactors 
3× 3 نظام أكثر من‎ Old مکن استخراج محده المصفوفات‎ 
)2- فبجري بالطريقة المعروفة فك المحدد بطريقة المرافقات وذلك بإعادة كتابة محدد المصفوفة‎ 
كما ین‎ 23) 
4= A (Ay) -aay ( + ورد = ورد وك‎ ( + A, (A, -dady ) 


ay‏ ولا 




















i ay, ay 

إن المحددات الصغرة أعلاه ما هي إلا محددات مصفوفات فرعبه للمصفوفه A‏ استخرجت 

بطريقة حذف صف أو عمود معين من A‏ إن هذه المحددات الصغيرة يطلق عليها محيد ) (minors‏ وق 
ضوء هذا الأسلوب مکن تيت القاعدة التالية: 

إذا كانت (Mij) ba‏ مصفوفة ذات (1(*/7-1-) استخرجت عن طريق 


M| من المصفوفة ( ي4 ) فإن محدد المصفوفة‎ (j) والعمود‎ (i) الصف‎ air 








شد 
محيدد المصفوفة Leli A‏ المعداد الذي يسبق كل محيدد فيمكن استخراجه من المصفوفة JUS‏ 


Mij 





(3-24) Cij 5 (j 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 


ويسمى (cofactor) BILL Cif‏ أو المحيدد ذو الإشارة للعنصر dij‏ للمصفوفة ۸. 

أما المصفوفة 77 : (CH)‏ فتعرف با مجاور ( (adjoint‏ للمصفوفة ۸ ويرمز له: ۸4 adj‏ 
وبذلك نستطيع استخراج محدد أية مصفوفة بصيغة فك المحدد بطريقة المرافقات فمحدد المصفوفة ۸ 
مکن تحليله بالصفوف على الوجه التالي: 


os) |4- 2, 00 رمف‎ i=123,...00 


j=l | 


وبالأعمدة بالشكل التالى: 


A | 
( 3-26 ) 4= yay Cy لكل عمود‎ <۱2,3.... 


isl 
فاذا أخذنا محدد المصفوفة 3 ×3 فإن:‎ 
dn Ay, ول‎ ly رد0‎ ly 
۸ < 4 ¬ و‎ ay; 
جرلا‎ dy, y Fy ay dy 




















فإنه هکن كتابته بالشكل التالي: 


1 
A= a, Ci +a Ca + بر‎ = 2 aij Cij 


اوجد محدد المصفوفة التالية: 
4 25 
A=|1 0 2‏ 
2 3 0 





المصفوفات الجبرية 


حسب الطريقة الأولى: المذكورة في ( 3-23 ): 


‘Al =2(0x2-2x3)+5(2x0-1x2)+4(1x3-0x0) 
=-12-10+12 
=-10 
آما إذا تم التحليل عن طريق الصف الأول كما في )3-25( فإن:‎ 























10 2 MA | O 
4= = } + 
327 لا‎ 2 10 
= 2(-6)-5(2)+4(3) 
< -12-10+ 2 
=-10 
وإذا تم التحليل عن طريق العمود الثالث كما في )3-26( فإن:‎ 
la| = -4 a 1 "را‎ ۱ 
1 iW 0 
= 4(3)-2(6)+2(-5) 
= 12- 12-0 
= 0 


dio 


ان المرافقات ( cofactors‏ ( أو حسب ما سميناها المحيددات ممكن أن تحلل إلى محبددات اصغر 


ذات درحة 256 وثالثة أو ASÍ‏ وذلك لتسهيل مهمة احتسابها. 
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Properties of Determinants خصائص المحدذات‎ 3-8-4 


من الخصائص المهمة للمحددات ما يلي: 





1- إذا بودلت الصفوف والأعمدة المتناظرة في محدد فان قيمة المحدد لا ثتغير 


A=|A' 
المحدد تکون صفرا.‎ dad أي صف ( أو عمود ) في محدد صفرا فان‎ polis ظ 2- إذا كانت قيمة‎ 
إذا ضرب كل عنصر في صف ( أو عمود ) من محدد برقم ثابت فان قيمة المحدد تضرب بالرقم‎ -3 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| أ وذلك لأن: 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 4- إذا بودل صفان gl)‏ عموذان ) في محدد احدهما بالآخر فان إشارة المحدد تتغر , ولكن فيمته 





المطلقة لا تتغر. 
5- إذا تساوی صفان gl)‏ عمودان ) في محدد فان dad‏ المحدد تكون صفراً 


6- إذا جمع كل عنصر من polis‏ صف gl)‏ عمود ) في محدد أو طرح من pais‏ متناظر من صف 





آخر ( أو عمود ) فان قيمة المحدد لا تتغير. 


7- إن محدد حاصل ضرب مصفوفتين يساوي حاصل ضرب محددي gila‏ المصفوفتين أي أن: 


|AB=|4 |B‏ (تهد) 


8- إن محدد المصفوفة القطرية يساوي حاصل ضرب La polis‏ القطرية. 





The Inverse of Matrix معكوس المصفوفة‎ 39 





| 

| 

۱ 

| 

| 

| 

| 

۱ | 

۱ 3-9-1 تعريف 

عند اجراء عملیه القسمه في مبادئ الجبر للمتغير x‏ على المتغبر OLS y‏ النتیجه تساوي حاصل 
۱ ضرب x‏ في مقلوب المقسوم عليه y‏ وکما يلي: 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

i 








المصفوفات الجبرية 


1 ۱ 
= 1 — 
y y 


B مصفوفة مربعة مثل‎ Lisl ووجدت‎ A المصفوفات: إذا كانت لدينا المصفوفة مربعة مثل‎ 3s 
وکانت:‎ 
( 3-28 } AB = BA=! 


فان 8 تسمى معكوس المصفوفة ۸ ونکتب كالأني: 


B= 47‏ ( ونتذكر أن 1هي مصفوفة محايدة ) 

ولهذا فان إيجاد معكوس ( مقلوب ) المصفوفة وهو عملية مشابية لعملية القسمة في الجر. 

وعلى الرغم من أن أي عدد ( غير الصفر ) له مقلوبة إلا Lil‏ نجد مصفوفات مربعة ( غير 
بلصفوفة الصفرية ) ليس لها معكوس. 

إن المصفوفة التي لها معكوس تسمى مصفوفة اعتيادية (غير شاذة ) nonsingular)‏ ).أما المصفوفة 
التي لا معكوس لها فتسمى مصفوفة شاذة ( singular‏ ) ويمكن اختبار فیما إذا كانت المصفوفة شاذة أو 
غير شاذة عن طريق استخراج محددها وملاحظة قيمة هذا المحدد وى ضوءه نقرر: 

|( المصفوفة ۸ غير شاذة إذا كانت: 0 ۸4 

ب) والمصفوفة 8 شاذة إذا كانت : 0= |8 |. 

3-9-2 معكوس مصفوفة Inverse of 2X2 Matrix‏ 
إذا كانت لدينا المصفوفة التالية: 


ay, د‎ 
Å= 
M ly 
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| فإن معكوس A‏ هو A'‏ وإذا رمزنا لهذا المعكوس بالحرف 8 فإن: 


38 0 
by, by 


ولدينا: 
j AB=1‏ 1= ۸۸۲ 55 
لذلك: 
LRI‏ 
1 او اجه به 
أي أن: 


bes + Ady yore ۱ ۱ 
0 ۱ ۱ 


yb, + yb, Ab), + azla 


3 





A, + a,b, =| 
aba + ab, = 0 
a0, + a,b, =| 
aba + apb > ۱ 


وبحل هذه ابلعادلات الأربعة لاستخراج قيمة bij‏ نحصل علی: 


dl. 
= B 
0 = ۱ ۱ 
A) رولا‎ - Ay, Ay 





ds pod! المصفوفات‎ 


-a 
0 0 
كل 2 و‎ 


نرجلا = Ay)‏ أ 


-da 
5 Zl 


dln ۳ 00 


h.. = di 


Mn ۳ lyd 
حيث أن:‎ A ويلاحظ أن مقام المقادير أعلاه ما هو إلا محدد المصفوفة‎ 
ay; a) 


Ga و‎ 


det A= = th, Ay Ty as, 








وإذا كان 0 = 4 det‏ فلا يمكن إيجاد قيم bij‏ وبالتالي Y‏ مکن إيجاد قيمة AY‏ 


جد معكوس المصقوفة التالية: 


إن محدد هذه المصفوفة هو: 


2 3 
15+0= 
5 0 
إذن للمصفوفة المذكورة معكوس هو: 
| 53 
27 2 رز 
3 5ا 
2 2- 
ETT‏ 


127 





لذلك فان: 


la | 


جد معكوس المصفوفة التالية: 
10 4 
۱ 5 2 
ما کان: 0= 20 و۲ ۱ 
` 22 اک 2 
إذن هذه المصفوفة شاذة ولا معكوس لها 
3-9-3 معكوس المصفوفات الكبيرة Inverse of Large Matrices‏ 


إن إيجاد ded‏ معكوس مصفوفة اكبر من 2 ×2 بأتباع الطريقة أعلاه ممل وطويل , 
ولهذا طورت طرق أخرى لحساب معكوس المصفوفة نتناول منها الطريقتين الأكثر شيوعا 








المصفوفات الجبرية 
واللتان يمكن استخدامهما مع المصفوفات مهما كانت سعتها والتي تحتوي عناصرها على أعداد ذات عدة 
أرقام. 
١‏ طريقة استخدام عمليات الصف أو العمود لإيجاد معكوس المصفوفة 
The Row or Column Operations Method‏ 

عند حل المعادلات I‏ تستخدم عملية بسبطة لقلب نظام المعادلات الأصلى إلى نظام مکافن له 
بساعدنا في إيجاد الحل بسهولة . إن النظام المكافئ يستخرج إذا: 

1- كانت المعادلتان متبادلتان ( (interchange‏ 

2- إمكانية ضرب المعادلة ch‏ عدد ثابت غير الصفر مثل (k)‏ 

3- إمكانية احلال | ( ابلعادلة ¡ ) +( ابلعادلة ز k(‏ ] محل ابلعادلة i‏ 

وبالاعتماد على هذا الأملوب تحدد مبادئ Glas‏ الصف (row operations)‏ في استخراح معکوس 
المصفوفة وهي BUS‏ 

1* إمكانية تبادل صفين (row)‏ 

2- إمكانية ضرب الصف sas gl‏ ثابت غير scalar) ball‏ ) مثل Ak‏ 

3- إحلال | (i Gell)‏ + +( الصف (j‏ | محل الصف 1. 

ونفس الأسلوب ينطبق على عمليات العمود (column operations)‏ 

اذا عکست المصفوفة ۸ إلى مصفوفة محابدة )1( عن طريق سلسلة من عمليات الصف أو 
العمود OB‏ نفس هذه العمليات إذا أجريت على المصفوفة ا محايدة )1( ستؤدي إلى قلبها إلى *4. 


إن هذه القاعدة تشكل الأساس الثابث في عكس المصفوفة غير الشاذة إلى مصفوفة محايدة )1( 
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إن الطريقة اس تستند على القاعدة أعلاه هي أكثر الطرق شيوعا ويمكن استخدامها مع أية 1 
مصفوفة كما إنها مبرمجة على الحاسوب مما يسهل استخدامها لهذا الغرض. 

* خطوات قلب مصفوفة مربعة إلى مصفوفة محايدة: 

إذا كانت لدينا المصفوفة ANXN‏ فتتبع الخطوات التالية لاستخراج معكوسها: 





1- قسمة الصف الأول للمصفوفة على العنصر الأول فيه » والاستعانة بهذا العنصر بتحويل Li‏ 
عناصر العمود الأول إلى أصفار. 
2- قسمة الصف الثاني على العنصر الثاني فيه » والاستعانة بهذا العنصر لتحويل بقية polis‏ العمود 
الثاني إلى أصفار. 
3 - قسمة الصف ( 2 ) على العنصر (n)‏ فيه » والاستعانة بهذا العنصر لتحويل بقبة polis‏ العمود 
(«) إلى أصفار. 
من المعتاد عند استخراج معكوس المصفوفة A‏ استخدام الجدول التالي: 
2 
وبأتباع العملیات آعلاه نحصل على ابلعکوس في نفس الجدول ولکن بالصيغة التالية: 
i‏ 


| حيث أن: B=A"‏ 








SAI |‏ للمصفوفة معكوس ( لكونها شاذة ) فلا فائدة من مباشرة هذه العمليات ولكن لو 
بوشر بها على سبيل الافتراض فإنها ستتوقف عند نقطة معينة مشر إلى عدم وجود معكوس للمصفوفة. 











ds poll المصفوفات‎ 
أمثلة‎ 


مئال )1( 


| 2 
2 53 
لإيجاد معكوس المصفوفة أعلاه نرفق معها مصفوفة محايدة مناسبة كما ی 
M 0‏ 2 
| 3 
ثم نتبع الخطوات الأنية: 


1 خطوة الأو ë‏ 
نقسم الصف الأول [0 | | 2[ على العنصر ور فیتحول هذا العنصر إلى العدد )1( 


1 


ثم نستخدم العنصر (1 - ,4 ) لتحويل بقية polis‏ العمود الأول إلى أصفار 


ونحصل عای: 


| 
ات هد 


سادا وي 
t+ |‏ 


0 


(هنا لدينا عنصر واحد فقط وذلك لوجود صف واحد آخر فقط ) هه: 
|| 0 3 5 


ولتحویل الرقم )5( إلى صفر بامقارنة مع العنصر (1 = ,4 ) نضرب الصف الأول في ( 5 ) 


ونطرح النانج من polis‏ الصف الثاني وكما بلي : 
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0 + | 
i l‏ ر |( الصف ال الأول × 5) 


إذن أصبح العنصر Ay,‏ من المصفوفة يساوي صفرا. 





نقسم الصف الثاني على العنصر day‏ كي نحول هذا العنصر إلى العدد )1( أي نقسم الصف 
| 
l |‏ 
الثاني [1 کل 0 | على العنصر tl‏ فيه وهو ) 5 ) لتحصل ids‏ 


| ¥ 0 
0 1-5 2 ۱ 


ثم نستخدم العنصر (1 = رر ) لتحویل Lb‏ عناصر العمود الثاني إلى أصفار وهنا لدینا عنصر 
. واحد فقط في الصف الأول ولا غره وهو: 


= 
=, 
| 





۱ 
- + JU) الصف‎ 
G J ) 









0 با 1[ 


l 
ولتحويل الرقم ( ر ( إلى صفر نقسم الصف الثاني على )2( ثم نطرح الناتج من الصف الأول‎ 


o tsa 


والآن انتهى الحل وتحولت المصفوفة ۸ إلى 1 وتکونت اللصفوفة ایلع کسة B‏ 


4= . 


| 

۱ لنحصل على: 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

۱ ولاختبار صحة الحل لابد من: / = AB‏ لنحاول: 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 








المصفوفات الحرية 


s alls ah از‎ 


ما هو معكوس المصفوقة التالية: 


الحل: 


نرفق مع giall‏ مصفوفة محايدة مناسبة لها 


3۱1 0 0 
0 | 00 1 0 
4 | -2/0 0 [1 


| - اد 2 أ dons‏ الصف الأول على (1) 
| 0 
۳ دون تغبير في الصف لأن ay,‏ هو (D)‏ 


ملاحظه: 
أن آول مرحلة في كل خطوة هي التي وضع تحتها خط ( والتي نهدف إلى تحویل العناصر) التي 
تشکل قطر المصفوفة إلى (1 ) ثم تبدأ المراحل الأخرى بجعل العناصر فوق أو تحت العنصر )1( أصفارا. 
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0 2 1- | 3- 0 || الصف الأول + الصف الثاني 2 
a 0 1 0| 010‏ ل العم la‏ هوا 
5 ذل العنصم + Ja‏ 
91- 4 )10 0 ها wee‏ 5 
خطوخ الثالئة: 
غ 2 1 |0 0 إ] الصف الأول +الصف الثالث 3 
0 1 00 ۱ 0 ۲ 
ل و دون تغيير لأن العنصر D‏ هو )0( 
د +-3 |1 0 0 
كت 1 
0 ۱0 5 
۸٩ 2۱0 1‏ 
4-24 
ld 1‏ 5 


ولاختبار صحة الحل لابد من: ]= ۸۸4 . 











| ". الحل صحيح . 
اوجد معكوس المصفوفة Ll‏ 
| 


| نضع التمرين الآن في جدول التسهيل ونبسط العمليات وكما يلي: 








المصفوفات الجبرية 


الخطوة الأول 


الخطوة الثانية 





لقد توقفت عمليات الحل Cue‏ يلاحظ وعند الخطوة الثانية عدم إمكانية الاستمرار فيها لان 
قيمة ,و4 أصبحت صفرا وهذا سوف لا يؤدي إلى تحويل ۸ إلى 1 وهذا واضح بتعذر تحويل ,و إلى )1 
) بإتباع الخطوات التى وردت بطريقة عمليات الصف. 
اذن دعنا نشت الملاحظات AYI‏ 
[- لقد احتوت المصفوفة اليسرى من الجدول أعلاه عند الخطوة الأولى تحتوي على صفين متطابقين 
وهما الصف الثاني والثالث: (0,10,2 ) ومن ذلك نستدل أن المصفوفة لا معكوس لها. 
2- إذا تطابق صفان في مصفوفة تمثل معاملات مجموعة من المعادلات الخطبة الآنبة ‏ فإن هذه 
المحموغة من اللعادلات لبس ليا حل وحد (unique solution)‏ وإذا كانت المعاذلات متطایقه 
فهناك ما لانهاية لها من الحلول » آما إذا كانت للمعادلة حدود du‏ مختلفة فلا حلول لها 


وسنأني على شرح ذلك في فقرة لاحقة. 
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ج- إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام طريقة المجاورات والمحددات 
إن الطريقة Salil‏ لاستخراج ا معكوس هي الطريقة التي تستخدم المجاورات والمحددات والتي 
تتلخص بالقاعدة التالية: 


إذا كانت المصفوفة ۸ ( غبر شاذة ) أي أن: 


فإن: 0 # |۸4 





) 3-30 ) | adj J 
H 
أمثلة‎ 





“5 


لقد بدأنا با مصفوفة 2X2‏ وهي نفسها في JELI‏ السابق لتبسيط شرح القاعدة أعلاه: 
1= 5 - 6= |4| إذن المصفوفة غير شاذة. 





| 
adj A= )),( فيستخرج حسب الصيغة‎ adj A ما‎ 
Cij =(-1)* ۷۸ i, j - 1,2,3,.... وان‎ 


ونتذكر بأن: [Ml‏ هو محيدد المصفوفة A‏ وعليه فإن: 








المصفوفات الجبرية 


Ca =(-1)""|3)=3 
Cy =(-1)"|5| =-5 
Cy =(-1) ۱۱۱-۱ 
Cy =(-1)""|2] =2 


كان محيدد المصفوفة A‏ هو العنصر ,0 نفسه لان المصفوفة هي: 2X2‏ فقط والآن أصبح 


Ci= 
د ا‎ 


3 -[ 
00 =| ۱ ۱ 
- 2 


|- دا بر ۱ 
2 5- `" 
B -l‏ 
2 وس 


وعند التدقيق في معكوس ابمصفوفة أعلاه يمكن التوصل إلى النتيجة الآنية: 
لاستخراج معكوس مصفوفة 2 ×2 تتبع الخطوات الآتبة: 


لدينا: 


|- نجد dad‏ محدد المصفوفة ونضعه ف الصيغة -- 


H 


2- يستبدل العنصرين ۱۱۲*12" كل محل الآخر. 
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3- ثم نستبدل إشارة العنصرين Gy Ay‏ 


4- نضرب المصفوفة الجديدة بعد إجراء هذه التغيرات ب 7 لنحصل غلى A”‏ 


مثال(2): 
في امثال السابق وحسب القاعدة أعلاه يكون معكوس المصفوفة المذكورة كما ياي: 
المصفوفة هي: 


| یر 

3 5 
ما خطوات الحل حسب النتيجة أعلاه هي: 
|- محدد المصفوفة هو: (1 ×5) -(2×3) ويساوي )1( 
2- نستبدل (2(۰)3) کل محل الآخر. 


3- نستبدل إشارة كل من ( 5) و (1). 


| 
4- نضرب المصفوفة الجديدة دس 


4 


ide فنحصل‎ 


2 1 , fp -i 
Az Als 
5 3 -5 2 


وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها. 
جد معكوس المصفوفة LII‏ 





ds pod! المصفوفات‎ 


حسب طريقة المجاورات والمحددات: 
[--8+7-- |۸ 
Ci =(-I)"|4]=4‏ 


Cy =(-I)"|-7|=7 


Cy, = (A) دار‎ 


C, =(-1)""|-2 


-=|2- 
1 “وم 
و |۲۳ 





fi 


آما الطريقة المختصرة التى تستند على النتيجة فهى: 


بعد استبدال yy‏ ,6 احدهما محل الآخر وتغير إشارة كل من hy Alyy‏ وضرب المصفوفة ب 
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وهي نفس النتيجة. 
۳ )4( 


-l| [| | -l‏ 14 ر 
—= ا 9 
a ۸7 -2| -1/7 -2‏ 
4 


00 


أوجد معكوس المصفوفة التالية (وهو مثال سایق ). 


الجواب: 


جد و قبمة (A)‏ 








23 
0 | 
3- | 
۱ 0 |0 
1 
| با 2- 
ثم نجد قيم NEC;‏ 


0 
دد 


0 0 
0 











Cy “| 


C, 5 (-l)'"* 


| 
C=C | (=4 





المصفوفات الحبرية 


























ىب , ا ما 
E‏ )ررم 
Si a‏ ا 
C. = -|\* = | -10 --]0‏ 
)1-10( 7 ۱ )1-( 
2 ]- 
C =(-] 243 -)- 0-9‏ 
ا ا 
3 ا 
Cy =(-l)’ 3 1 0 =(1)(-3)=-3‏ 
3 | 
p” -)-1 0 0‏ =( 
ر لاد« 
ويذلك نحصل على: 
ot 2 ۱‏ ۰ 
Cy) 70605-1‏ 
4- 0 2- 
C,=|7 -10 9‏ 
[- 0 3- 
3- 7 2- 
adjA=(C, =| 0 -10 0‏ 
ا 
| 
=—adj‏ ال 
4 
3- 7 2- 
0 10- 0 |—= 
-I‏ 9 4- 
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سإ 
کے 


ë‏ باب 
سس 
sil‏ >= 


= 
=|— 


| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| | هونفس الحل السابق المذكور في tl‏ )2( حسب طريقة الصف أو العمود 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


[- 2 1 | 
A=|-3 4 5‏ 
3 | 2- 
نجد ول 
۱ 4 3-| 35 
del 0- 1‏ 
زو م4 1 





لهذا فإن الصفوفة A‏ هي شاذة وليس لها معکوس, 
:۳1 
| 1- إن استخراج معکوس المصفوفة بعمليات سواء بعمليات الصف أو عمليات العمود هو اقل 
جيدا إذا كانت عناصر المصفوفة ذات أعداد صغيرة ولكن إذا كانت المصفوفة ذات أعداد كبيرة 
أو كسرية فيفضل استخراجها بطريقة المجاور وا محدد. وتعتبر كلا الطريقتين في امصفوفات 
| الكبيرة مجهدة ولهذا يتم اللجوء عادة إلى برمجة ذلك على الحاسوب. 
2- من الأجدى فحص کون المصفوفة اعتيادية (ذات معکوس) أو شاذة (ليست ذات معكوس) قبل 
الشروع بالحل. 








المصفوفات الجرية 


3-9-4 معكوس المصفوفة المجزأة 
قد نحتاج أحياناً معكوس مصفوفة بشکلها المجزأ وكما يأني: 
RAAE)‏ 


إذا كانت لدينا المصفوفة A‏ ذات nxn‏ وحرئت بالشكل التالى: 


A= Ay, An 
4 Ay 


nxn, OA, nan ODA, 


nxn, ذات‎ A, nxn, ويف ذات‎ 


ntn, =n وان‎ 


فإن: 


A7 0 Ay (I + AB Ay Ay 





B= Ay - Ay Ay Ay 
هي مصفوفات غير شاذة.‎ B, ۸, وان‎ 
ينال‎ 
أوجد معكوس المصفوفة التالية:‎ 


قم سے تب 
w‏ ابحم 


143 


اذا حزئت المصفوفة كها بلى: 





وبتطبيق القاعدة أعلاه: 
| 


Ay ( (I+ A,B Ay Ay فإن:‎ 


۱ is 9 ۲ 














المصفوفات الجرية 


ثم نجد iad‏ 
2 [ح. fi‏ 
Bt =f |‏ 
i ۱0 10 |‏ 
| 
9 4-|—-= 
۱ 0 
3 ما - 
7- - 
ثم نجد قيمة 8 وهي حاهزة: 
a‏ 
10\ 
لذلك فإن: 
ft & 4‏ 37 12- 
0 1 0= |0 1 0 
3 4 41-2 


وهو نفس الحل السابق. 
3-9-5 خصائص عامة لمعكوس المصفوفة 


1 - إن معكوس معکوس المصفوفة هو المصفوفة الأصلية أي أن: 


|۱۳ - 4 
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2- إن محدد معكوس المصفوفة يساوي مقلوب محدد المصفوفة أي أن: 


| 





ar 
إن معكوس منقول المصفوفة يساوي منقول معكوس المصفوفة , أي أن:‎ -3 

)"«(= (۸) 
4- إن معكوس حاصل ضرب مصفوفتين يساوي حاصل ضرب معكوسهما ولكن بترئيب متضاد. 


أي أن: ۲ = (4B)‏ 


Simultaneous Linear Equations المعادلات الخطية الآنبة‎ 30 





إذا كانت لدينا المعادلات الخطة: 


1+ 2-2 = 





21- y+z= 
4x+ y+32=13 


فمن الممكن وضع هذه المجموعة من المعادلات في صيغة مصفوفات كالآن: 





ظ 5] |*|!- 2 1 
۱ اا<ا۲ | | 1- 2 
|B‏ |3 1 


۱ حيث يصبح من السهل حل هذه المنظومة من المعادلات. 

وقبل الدخول في الطرق امستخدمة في حل مثل هذه ابلجموعة من امعادلات لابد من تناول بعض 
| 

امغاهيم الأماسية المتعلقة بذلك: 











المصفوفات الجبرية 


3-10-1 الارتباط الخطي Linear Dependence‏ 
إذا كانت لدينا مجموعة عددها m‏ من المتجهات يرمز لها Kadant,‏ 
وكان كل واحد من هذه الموجيات يحتوي على ١‏ من العناصر فإن مجموعة المتجيات المذكورة تكون 
مرتبطة خطياً إذا كان هناك توافق بينها مساوباً متجه صفري ذو n‏ من العناصر. 


وبعبارة أخرى إذا كانت هناك مجموعة من الأعداد مثل kkk,‏ بشرط إلا تكون جميعها 


أصغارا وكانت: 
=Y kx =0‏ الى ...... + k 3 HX‏ )3-31( 
iz]‏ 
فان مجموعة المتجهات ...ررك تكون مرتبطة خطبً أما ذا ۸ تكن هناك مجموعة من الأعداد 


مشل | بشرط ألا تكون جميعها أصفارا وكانت 0* ,در ( ففي هذه الحالة تكون مجموعة 


i=] 
المتجهات غير مرتبطة خطباً‎ 
لنوضح ذلك خذ المثال الآني:‎ 


اذا كانت لدینا المصفوفة التالية: 


| 
— اد 


وواضح أن: 


3 
+k, =0‏ وب + بترا د تراز 


i=l 


وذلك أذا أخذة:[! - 3 K,=[2‏ 
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فإن: 
7 ۱-124 2+36 1 


]7 24[-]3 4+8 6[= 
)0 0(= 
إذن المصفوفة أعلاه مرتبطة خطياً. 


ويلاحظ أن المجموعة k‏ هي [1- 3 2]. أما كل زوج من صفوف المصفوفة فهما غير مرتبطين خطياً 


وذلك لعدم وجود مجموعة مثل k‏ ) ماعدا المجموعة الصفرية ) تحقق )(= XKX,‏ ولنأخذ مثال 
il‏ 


مثال[2): 
إذا كانت هناك digia‏ مثل: 





فإذا اخترنا مجموعة مثل |2- 1 1-] وطقاً للصيغة (31- 3) نحصل على: 





3 
| ( الصف الثالث)2- ( الصف الثاني)1+ (الصف الأول) 1- = را 2 
i=] |‏ 


=(-4 -6)+(8 12)-(4 -6) 
=(0 0) 


۱ ۱ 
ان هناك المجموعة [2- 1 1-]= / التي تحقق 0= 9۸ 
i=l |‏ 
بظهر أن الصفوف EWI‏ من المصفوفة أعلاه مرتبطة Lad‏ كما أن كل زوج من الصفوف مرتبط 


Lbs‏ أيضاً ماداه: 
۱ 








g‏ خ فا 


المصفوفات i padl‏ 
0 = الصف الثاني) - ( الصف الأول) 2 
0 الصف (GU)‏ - ( الصف الثالت)4 
۵ = ( الصف الأول) - ( الصف الثالث)2 


وإذا ما اخترنا الارشاط الخطى على مستوى الأعمدة فيمكن إعادة صباغة العلاقة )3-31( لتكون: 


(3-32) Yk x =0 


مادام هناك: 

jb بحقق ما‎ k, =(=,-l) 
l 4] T6 

3 3 ۱ o 

È kx, -- 18-2 

T 2 

5 2| 3 

6| | 6 

=|12]-} 12 

3| 3 


والآن إذا آخذنا المصفوفة: 
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| ويلاحظ بأنه لا توجد مجموعة ‏ التي تحفق: 0= X kx,‏ أو () - Yk x,‏ ومن ذلك 


jal j=l 


نستنتج بأن صفي وعمودي ا مصفوفة Mel‏ غير هريط Ibs‏ 


یقصد برتبة الصفوقة أعلى عدد من الصفوف غير امرتبطة خطباً في أي مصفوفة. ویرمز لهذا 

العدد بالرمز (») وتسمی المصفوفة حينذاك بالصفوفة ذات الرتبة j‏ وهذا العدد يساوي أيضا أعلى sas‏ 
| من الأعمدة غير امرتبطة خطياً في نفس الصفوفة. 
ظ ان رتبة المصفوفة mXn‏ هکن أن تکون « أو ۾ أيهما اصغر.ويكون لدينا r > min(m,n)‏ 
ومن تعريف المصفوفة غير الشاذة فان مصفوفة غير شاذة مثل 4يكون فیهاه من الصفوف غير 
المرتبطة Us‏ ( أو الأعمدة ) ولهذا فهي مصفوفة من الرتبة «. 

وهناك طريقة أخرى لحساب رثبة المصفوفة تتلخص في التفتيش عن اكبر محدد غير صفري من 
محددات المصفوفات الفرعبة المربعة المستخلصة من المصفوفة الرئيسية آعلاه. وعند ایجاد المحدد الأکر 
ك غر الصفري OB‏ رب للصفوفة هي درجة هذا المحدد 

ue. | 


439 هي رشك للصفوفة‎ ls 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
The Rank of the Matrix المصفوفة‎ 43) 3-10-2 ۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 









2 2 1 0 
420 1 0 | 
2 5 12 





I>‏ مصفوفه فرعية وأوجد محددها: 








المصفوفات الجبرية 


B= 





2 | 
| | 
5 || 


bA mo شا‎ 


B|=2(1)-2(0)+1(-2)=2-2=0 


والآن Joli‏ مصفوفة فرعية آخری ونجد محددها lal‏ 





C|=2-)-1-3)+01)=1 
+0 
يساوي صفراً والذي كان‎ Y هي مرتبة ابر مصفوفة فرعية اختبرنا محددها‎ A إذن رتبة المصفوفة‎ 
.4 = 3 إذن )45 المصفوفة‎ 3 
جد رتبة المصفوفة التالية:‎ 


5 2 ۱ ۱ | 
3 2 ۱ در 
۱ 0 2 3 0 
21-0 


خذ المصفوفة الفرعبة التالية وهی اكبر مصفوفة فرعية: 


1125 

12 4 5 
R= 

3 2 0 | 

1-140 
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وإ قب اعدد هي 
180+ 44 - 60 - 28 = ۶ 
104 = 
)( + 
إذن )45 المصفوفة 4 ۸ 


ونحصل على نفس النتيجة إذا اختبرنا عدد الأعمدة غير امرتبطة خطياً نجد أنها = 4 حيث أن 


العمود الأول والرابع مرتبطة Las‏ وذلك لان: 


0 ( العمود الرابع ) - ( العمود الأول ) 2 
إذن عدد الأعمدة غير المرتبطة خطياً ( باستبعاد أحد العمودين الأول أو الرابع ) هو 4 ويمثل رتبة 


| المصفوفة A‏ أعلاه. 


3-1-3 يعض الخواص فى تحديد رتية المصفوفة 
1- با كان محدد المصفوفة القطرية يساوي حاصل ضرب عناصرها القطربة فإن رتبة المصفوفة 
القطرية 1 هي عدد العناصر القطرية غير الصفرية فيها r(A)‏ ذلك: 
7 - (,۲)1 
Job diy -2‏ ضرب مصفوفتین لا يزيد عن الرتبة الصغری لهاتین المصفوفتين ذلك: 
r(AB) <min{r( A),r(B)}‏ 
3- مادامت المصفوفة الجزئية للمصفوفة 4 هي منقول المصفوفة الجزئية AS‏ لذلك: 
=|B',r(4')= r(A)‏ ۵ 





it 
d / 


المصفوفات الجبرية 
4- ف المصفوفة المربعة ۸ تکون ۸ = r(A)‏ إذا وإذا فقط كانت (A)‏ غير شاذة (nonsingular)‏ 
وتكون ۸ > (ذا: إذا كانت (A)‏ شاذة WAJ (singular)‏ فان صفوف المصفوفة المريعة الشاذة 
وأعمدتها مرتبطة خطيا وإن صفوف ( وأعمدة ) المصفوفة المربعة غير الشاذة غير مرتبطة 
bs‏ 
ولتوضيح ذلك دعنا نأخذ حل مجموعة معادلات آنبة خطية متكونة من n‏ من امعادلات وه من 
المتغيرات هي پا ,...., X Xy‏ وتكتب هذه المجموعة كما يلي: 
AX = B‏ 
حبث أن 8 ذات 1×۸ و ۸ ذات هلاه و ×ذات 1×۸ 
وإذا كانت المصفوفة A‏ غير شاذة فان الحل الوحيذ (unique solution)‏ 
لهذه المسأل هو: 
X=A B‏ 
وبالعكس إذا كانت المسألة: 8 = AK‏ لها حل وحيد فإن المصفوفة A‏ هي مصفوفة غير شاذة. 
عند حل المعادلات ZV!‏ عموماً إذا كانت مكونة من من المعادلات و « من المتغيرات أو ه من 
المعادلات و « من المتغيرات يلاحظ ما ياي: 
[- إذا کانت: (۲)۸4 = B)‏ |1)” فان كل المعادلات في المجموعة منسجمة منطقياً وان هناك 
علی الأقل حل واحد. 


nd B)=r(A)=n إذا كانت:‎ -2 


فان هناك حل وحيد. 
3- إذا کانت: 7 > B)=r(A)‏ ,)۲ فان هناك حلول لا حدود لها وإن صفوف (وأعمدة) A‏ 


معتمدة خطا: 
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لنأخذ الأمثلة ADI‏ 
(Nta‏ 
إذا كانت لدينا ا مجموعة التالية من امعادلات الآنية الخطية: 
xt+3y-z=12‏ 
dx+6y-22=7‏ 
dx+yt+2z=11‏ 


إن هذه المجموعة مکن وضعها بصيغة المصفوفات كما يلي: 


| 3 -fx ۵ 





2 6 -2 |27 | 
21 2۱2۱ fil ۱ 
فهو:‎ A محدد الصفوفة‎ Lal 
| 3 -l 
A= 2 6 -2)=14-24+10=0 
21 2 





آما رثبة ا مصفوفة فتساوي 2 مادام محدد اكبر المصفوفات الفرعية لا يساوي صفر وكما مبين في 





GMT |‏ على سبيل المثال: 
0 - 1 ا 
2 
و إذا وضعنا المعادلات أعلاه في الصيغة العامة: 
AX=B‏ 





| 

| 
| 

| 
| | 
| 

۲ 
| | 
| | 
۱ 

| 

| 

j 





المصفوفات الجبرية 


فإن معادلات المصفوفة (AJB)‏ تساوی: 





| 3 -1 12 
(4B)=|2 6 -2 7 
2120 


وان: r(4\B)=3‏ مادام: 


3 -۱ 2 
6 -2 71--108+59+ 120-0 
| 2 1u 


وحيث أن (۲)۸4/8 # F(A)‏ فان هذه المجموعة من المعادلات لا حل لها مادامت غير منسجمة 
منطقياً ( وییده واضحاً أن Vole!‏ الأولى والثانية 
غير منسجمة بشكل واضح ) Cur‏ إن المعادلة الثانية ما هي إلا المعادلة الأولى مضروبة في (2) ما 
عدا الحد الثابت b‏ فإنه بدلاً من أن يكون )24( ظهر في المعادلة (7). 
إذا أخذنا مجموعة المعادلات أعلاه بعد إزالة عدم الانسجام بينها وبالشكل التالي نجد أن: 
x+3y-2=12‏ 
dx+6y-27=24‏ 
dxty+2z=ll‏ 


فإن: 
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ظ 








وإن:2 = r(A)‏ 
كما أن (AB)=2‏ مادام 


12 1- 3 
24-0 2- 6 وکذاك أي محدد لصفوفة فرعية أخرى = 0 
1 2 1 


r(A)= r(A|B) =2<n وان:‎ 
n=3 أن:‎ bus 


ولهذا فان لجموعة المعادلات أعلاه , حلول Y‏ حدود لها وان صفوف ) وأعمدة ) معاملات 


| الصفوفة مرتبطة خطباً ( وكما هو واضح بالنسبة للمعادلة الأولى والثانية ). 
۱ مثال(3): 


أذا أخذنا المجموعة التالية من املعادلات الآنية: 
x+3y-z=12‏ 
7= 22- 6۷+ 2۲ 
2211+ +2۲ 
ولا کان: 
-i‏ 3 1 
0 48-=10-24-14-=)2- 6- 2د ا 
2 1 2 
wr‏ 
r(A)=3‏ 
r(AB) =3‏ 





المصفوفات الجبرية 
ولا كانت: 3= ۸ 
„P(A)= (AB) =3= n‏ 
ولهذا فان المجموعة لها حل وحيد. 


حل المعادلات الخطية الآنية 
Solution of Simultaneous Linear Equations‏ 





توجد طرق عديدة لحل المعادلات الآنية الخطية نتناول بعضها لغرض إيجاد حل وحيد لمجموعة 
من هذه املعادلات lily‏ ما وجد بأن عمليات الطريقة المستخدمة قد توقفت فان ذلك بشير إلى عدم 
وجود الحل الوحد. ومن الطرق املستخدمة: 
1- طريقة معكوس المصفوفة: 
وتتلخص فى أن آية مجموعة مثل n‏ من المعادلات الخطبة ADI‏ ذات ۾ من المجاهيل بمكن كتابتها 
غلى الشکل jol‏ 
Aven md 5 B mi‏ 
d-l‏ 
A m 5 Ara Bm‏ 
2- أما الطريقة الثانة فهى الطريقة الحدولية: 
فحسب الصيغة العامة التي ذكرت سابقاً يمكن كتابة النموذج أعلاه على شكل جدول وكما ياي: 
Al/\B)‏ ( 


ومن هذا الحدول نستخرج الحدول “ay‏ 


(4۸) 
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3- طريقة استخدام المحددات: 
تعرف بقاعدة كرامر (cramer rule)‏ بموجب هذه الطريقة يمكن حل النموذج التالي: 
A iN ۸ nx | 5 B i‏ 


وتعمل آلية طريقة المحددات Eb‏ لفاعدة كرامر كآلاني: 





b يك‎ . 4, 
b, dy . a, 
م‎ a a 
a Md ° î 
کک‎ 
a, Û . a, 
dy b . ay, 
a, b .a 
_ [ral i 1 
OR 
a a) . 5 
ay dy . b ۱ 
| 
| 
y- My Ay - D, | 
ك‎ 


4 


ويلاحظ أن مقام المعادلات أعلاه هو محدد معاملات المجاهيل . 








كما يلاحظ أن بسط المعادلات أعلاه هو محدد معاملات المجاهيل مع إضافة عمود 


| الثوابت (b)‏ بدلاً من العمود (:) من المصفوفة. وإذا كانت النتيجة 0= 4| فإن خارج 





المصفوفات الجبرية 


القسمة في قاعدة ( كرامر ) تصبح غير محددة ولهذا لا حل وحيد ملجموعة املعادلات Asi! AYI‏ 
alis‏ 
حل المعادلات الآنية ANI‏ 
dx, +x, -x, > 3‏ 
X,-%,+2x, =9‏ 
dx, +2x, +x, =10‏ 
الجواب: إن الحل يمكن أن يستخرج la)‏ 
1- بتطبيق الصيغة الجدولية: 
Al/\B)‏ ( 


وبإجراء العمليات الطلوبة يستخرج الجدول JON‏ 


)4۸( 
ويقرأ الجواب من الجدول Ul‏ مباشرة: (x)‏ 
2- أو يستحصل مما igh‏ 
X=A'B‏ 
3- أو بطريفة كرامر: التي شرحناها مفصلاً في أعلاه. دعنا نحاول حل هذه المسالة بالطريقة 


الجدولية. 
-١‏ الطريقة الجدولية: يوضع النموذج بالجدول BI‏ 


(All|) 
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ومن الجدول نستخلص قيمة ہد يكد × IVS‏ 


بي | دہ ج | س ب 
۱ | 


۲ ‘ وا ا ea‏ + ۱2 


وراص + | رح ه | — 
۱ 


= i<— = 





المصفوفات الجرية 


2- آما حسب قاعدة (كرامر) فيأخذ الحل الأسلوب الآني: 


! ۱ -l 
اما‎ || -1 2 
5 2 | 


=-20+3-4=-21 











5 1 -l 
9 -1 2 
0 2 !|_-25+11-28 و‎ 
5 ل‎ 
-44+15+8 
ج‎ = =| 
| 
4 [ 5 
| - 9 
2 2 ۱0 _-۱2+8+20 _ 
۲ 2| -21 


322 n=l, x, =4 إذن‎ 


lal -3‏ الحل بطريقة معكوس المصفوفة فكما ide‏ 


Y=4'B 
3 l ا‎ 
| |21 7 QPS] 2 
ا‎ 1 2 3| |. 
۲۱ | 7 7 7497-71 
4 2 3 
ni l 21 7 ام‎ diol l4 
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¥ =2, x =l, x, =4 إذن الحل هو:‎ 


وما يلاحظ أن هذا الحل يتطلب استخراج معكوس المصفوفة 4 قبل المباشرة به. 


| 
| 
۱ | 
| 
۱ 
| | 
| 


تمارين )3-1( 


1 - جد ناتج ما rb‏ 


3 0 1۱۱ | 
2 4 0) 10 | 
-[ 3 | 1 2 


£ 


2 
ll 2 oj 0 
3 


a= 
— 

نم 
رك 
ra‏ 








2- إذا كان: 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

۱ جد ما idk‏ 

i | 

AB -i ظ‎ | 
A'B ن-‎ ۱ ۱ 
(BA) | 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


ع 








ds pod! المصفوفات‎ 


i هت‎ 
3(AB-B) 


شش ۲ 


3- جد محدد المصفوفات الأنة: 


| 5| 
47 
5 0 4 

بح |0 ۱ 1- 
2 3 2- 
6 2 2 

1 0 2| = 
| 1 3 


scald اذا‎ -4 


0 3 4 | 2 -2 
A=|-2 -1 08-۱6 3 | 
5 0 3 05 2 
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6- خذ المعادلات الآنبة Al‏ وحدد lad‏ إذا كان لها So‏ وحيداً ثم جد هذا العل: 


x-3y=-2 -i 
lx+7y=3 
1+۲ ۱۲۶2 ب-‎ 


dx+3y =10 
بد‎ -2<1 


dx+8y-Tz=1 -¢ 


2x-S5y+6z=7 
Ix+3y-2=8 | 


31+2۲-32 210 د-‎ 
x+y-z=2 


2+ 7-22 < 4 





7- جد رتبة كل من الصفوفات الآنية: 
|- 13 
د |0 02 
4 1 5 
3 1- 2 
ب- |6 2- 4 
1[ 3 0 





ds pod! المصفوفات‎ 


203 4 9 
$16 0 3|] 
020 0 6| ° 
8 0 12 -1 0 
5 | -l 
0 2 2] ~ 
5 -[ -3 
إذا كانت:‎ -8 
| 0 -| | 
A=|4 3 -۱۱, 8| | 
| 2 0| B 


جد ما db‏ 


AAA i 
A'B - 


(BAY 
(BA) + 
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الفصل الرابع 


تحليل ا مستخدم-المنتج 


Input-Output Analysis 











تحليل المستخدم- المنتج 


تحليل المستخدم - المنتج 


Input- Output Analysis 





يعتبر تحليل المستخدم - المنتج إحدى الطرق العملية المهمة في دراسةطبيعة العلاقات التشابكية | 


بن الأنشطة الاقتصادية المختلفة سواء كانت انتاجبة أو استهلاكية أو غيرها وكان أول من تناول العلاقات | 





المتبادلة بين القطاعات الاقتصادية بالصيغة المسماة (بجدول المستخدم - النتج) الاقتصادي المعروف 


ليونتي ۹( (wassily Leontief‏ سنة 1941 . أن الأساس الذي بنيت عليه جداول المستخدم المنتج هوأ 


معرفة حجم الإنتاج الكلي الذي يجب آن ينتجه كل قطاع لتلبية حاجات الطلب النهائي بافتراض OLS‏ 
الأسعار وا مستوى التكنولوجي للإنتاج . وعليه فان بناء الجداول يقوم على افتراض أن : الإنتاج الكلي 5 الفصل 
مستلزمات الإنتاج + الطلب النهاي . لقد ظهرت في كتابات ليونتيف حول هذا الموضوع جداول واضحة 


وواسعة وعملية تشرح محمل التدفقات بين قطاعات الاقتصاد الوطني . 





قد هيات دراسة اتشابك بين فروع الاقتصاد الوطني الوسائل الفاعلة ف بناء النماذج | 
الاقتصادية والوقوف على تطبيقاتها العملية الممكنة ودراسة الآثار التي تنجم عن التغيرات في قطاع 


أو بعض القطاعات على مجمل النشاط الاقنصادي .. فإذا قررت الحكومة ضمن سياسة مالية جديدة 





أجراء تخفيض في نفقاتها الجارية ( الاستهلاكية ) فماذا سيحدث من تأثيرات على القطاعات الاقتصادية 
المختلفة ؟ أن تاج البعض منها سيتزايد والبعض الآخر سينخفض وهناك من لا يتأثر ألا بنسبة ضئيلة أو | 


| 


فد لا ينأثر. فتأثير التخفيض في الأنفاق قد يؤدي إلى : انخفاض العمالة والتوظيف Gad‏ جهاز 


واسلي ليونتيف : عام اقتصادي ولد في روسيا سنة 1906 ودرس في جامعة كيبل بألمانياسنة 1927 ثم رحل إلى هارفرد في الولايات المتحدة . | 
ليشتغل منصب أستاذ الاقتصاد فيها سنة 1946 . أهم دراساته هي عن جداول المستخدم EM-‏ 
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. الحكومة وهذا بدوره يؤدي إلى انخفاض الاستهلاك الخاص بسبب اختفاء دخول الخارجين من الخدمة 
الحكومية والتحاقهم في أتون البطالة أو قد بؤدي آلي زيادة الاستهلاك الخاص GL‏ من احتمال اتجاه 
الحكومة نحو تخفيض الضرائب بعد آن انخفضت الحاجة إلى الأموال لتمويل الموازنة الجارية وربما تتجه 
الحكومة إلى توظيف الأموال الفائضة لديها نتيجة تخفيض الأنفاق الجاري إلى زيادة الاستثمارات في 
المدارس والمستشفيات لغرض زيادة الرفاهية الاجتماعية حيث سينعكس تأثير تخفيض النفقات الجارية 
على مشتريات الحكومة من القطاع الخاص من السلع التجارية والخدمات وهذا بدوره يؤدي إلى انکماش 
الإنتاج بسبب انخفاض الطلب وهناك احتمال اتجاه بعض صناعات القطاع إلى زبادة إنتاجها من سلع 
الاستثمار لتلبية الزيادة في طلب الحكومة عليها ... وهكذا من التأثيرات امتبادلة التي تنجم عن تغير معين 
حدث في إنتاج إحدى القطاعات الاقتصادية فأصاب في تأثيره عدد pS‏ من القطاعات المذكورة . 

من هنا تتضح أهمية تحليل المستخدم - ابلنتج في الدراسات الاقتصادية الكمية إضافة إلى 

ك استخدامه كوسيلة للتنبؤ والتخطیط . وحيث آن هذا الموضوع واسع Sy‏ لهذا سنقتصر في عرضنا له على 

لا شرح المفاهيم الأماسية له وأسلوب تكوين جدول الستخدم - امنتج ومصفوفاته وبناء النماذج الاقتصادية 

0 





التعلقة به وبيان سبل حل هذه النماذج e‏ مع بعض التطبيقات العملية . 


n‏ مكونات جدول المستخدم - المنتج 


يتكون جدول المستخدم - المنتج من polis‏ محسوبة بالكمية أو بالقيمة يوضح كل واحد منها 

الكيفية التي يتوزع فبها الإنتاج في صناعة معينة على الصناعات الأخرى كمستلزمات إنتاج أو كاستهلاك 

نهائي . وهذا يقتضي تقسيم الاقتصاد الوطني إلى نوعين من القطاعات : الأول القطاع الإنتاجي والثاني 

القطاع الاستهلاي وتقسيم القطاع الإنتاجي إلى عدد كير من القطاعات الإنتاجية الفرعية وكذلك تقسيم 

القطاع الاستهلاي إلى قطاعات مستهلكة فرعية . وحساب الآثار التي يتركها تغير pais‏ أو أكثر على مجمل 
polis‏ الجدول. 











نحليل المستخدم- المنتج 
ودعنا نبدأ بعرض جدول افتراضي يحتوي على قطاعين إنتاجيين هما الزراعة والصناعة فقط أما 

الطلب النهاني على السلع والخدمات فيتكون من الاستهلاك الخاص والاستهلاك الحكومي والخزين 

والمتبقي يصدر إلى الخارج . وفي حساب العوامل الأولية فأنه يفترض أنها تتکون من الأجور والأرباح 


والاستيرادات « وحسب الافتراضات أعلاه بظهر الجدول كما ajb‏ 


جدول رقم (4-1) 


pip‏ لجدول المستخدم - لح 


W659‏ ني الا تسرد 


20 5500 
0500 
| each 51000 


T- baal 
35 1609 65 
(3+6) 


وبلاحظ من الجدول ما GL‏ : 





1 - کل صف من الجدول يعطي حسابا كاملا عن الجهة التي يذهب أليها الإنتاج » فالقطاع 
الزراعي الذي ينتج 50 وحدة يذهب منها كمستلزمات إنتاج5 وحدات للقطاع نفسه و10 
وحدات للقطاع الصناعي . أي ما مجموعه 15 وحدة تذهب كمواد أولية للقطاعين الزراعي 
والصناعي . 

كما تذهب منها 20 وحدة للاستهلاك العائلي و 4 وحدات لاستخدامات الحكومة و 5 وحدات 


لأغراض المخزون و 6 وحدات تصدر للخارج . 








٠‏ 2- كل عمود في الجدول يعطي حسابا عن كمية ( ثمن ) الإنتاج الذي استلمه كل قطاع معين من 
| القطاعات الأخرى ليستعمله كمستخدمات . فالعمود الثاني Wa‏ يوضح حصول القطاع الصناعي 
على ما Gh‏ من القطاعات الأخرى : 

0 وحدات من الزراعة واستلم قيمتها القطاع الزراعي كذلك حصل على 25 وحدة من القطاع 
| الصناعي نفسه واستلم القطاع نهنا . كذلك تسلم 10 وحدات من القطاع الاستيرادات وأستلم خدمات 
| عمل ورأس JUI‏ ودفع أجور وأرباحا عنها مقدارها 15 وحدة ویهذا يكون مجموع ما حصل عليه من 
جميع القطاعات 60 وحدة وهو مقدار إنتاج القطاع نفسه ودفع قيمتها للقطاعات المجهزة . 


Transactions Matrix مصفوفة امبادلات‎ “s 


| ویقصد بمصفوفة المبادلات. المصفوفة التي تبين مقدار ما بسلمه القطاع من المستخدمات أو 
| الامتعمالات من/ والى القطاعات الأخرى . لنأخذ الجدول )41( وهو نموذج مبسط لجدول امستخده - 
المنتج ونكيفه على شكل مصفوفة Old‏ مصفوفات فرعية وقبل البدء بذلك دعنا نسمي المصفوفات 
6 | الفرعية كما في المخطط آلا : 









جدول رقم (4-2) 


المصفوفة العامة المستخدم - النتج 

















! : مصفوفة MXN‏ وتحتوي على الإنتاج المتدفق بين القطاعات الإنتاجية. 
1 ا OTT‏ ۴ 
: موجه عمودي MXL‏ ثل الإنتاج USM‏ المنتج من قبل القطاع i‏ والمسلم للقطاع ز. 


: موجه أفقي 1۲1 شل المستخدمات المنتجة من igh ball‏ وا مسلمة 
للقطاع „j‏ 
a ۱ 5 aa: ١ XH < . b.‏ ال ا 
4 : مصفوفة MXN‏ وتحتوي على مكونات الطلب النهانی ابلشتراة من القطاعات الإنتاجية . 
ina afl SUS 2 XM aos Pi‏ 4 اناس 
: مصفوفة XM‏ © وتحتوي على مكونات العوامل الأولية التي تدخل في الإنتاج. 


. الشتراة من العوامل الأولية‎ Skul مكونات الطلب‎ ER XH مصفوفة‎ l; 


4 موجه عمودي X]‏ ويحتوي على مجموع ما تستلمه مفردات الطلب النهائي من القطاع : 





| 5 wi 3 . r. 
موجه عمودي ۲1 "ويعتوي على مجموع ما تستلمه مفردات الطلب النهائي من‎ :" 
. الاستيرادات وعناصر الإنتاج‎ 


النهانی 1. 
37 موجه عمودي !* اویضم مجموع كل مفردة من العوامل الأولية 1 . 
وبذلك يمكن كتابة المصفوفة العامة )4-2( حسب عناصرها كما هي مسماة في الجدول رقم (4-1) 





3 
p 











جدول رقم (4-3) 


عناصر المصفوفة العامة للمستخدم - المنتج 





0 ba b ba 
14 by byy b,, by 








ويمكن صياغة نتائج المصفوفة العامة أعلاه على شكل معادلات GUS‏ : 
(مجموع إنتاج القطاع (i‏ : 
4 2 
= را( + و۵ 2 
(مجموع الاستبرادات عناص الإنتاج ) : 
4 2 
Pit ly = 3‏ 2 
عر .سر )4-2( 


(مجموع المفردة j‏ من الطلب النهاني ( : 


2 4 
3 b+ 3 را‎ =q, 
jl jal 


Technology matrix ill المصفوفة‎ 4 


وهي المصفوفة التي توضح الكميات التي يستخدمها القطاع j‏ منسوبة إلى مجموع إنتاجه 
(مستخدماته) والتي تعتبر Lad‏ ملائمة للقطاع كي يصبح قادراً على |نتاج المستوى المرغوب من الانتاج 
والمبين في الجدول )4-1( 


(4-3) 








۲71 
eh 


تحليل المستخدم- المنتج 


| 

| 

| 

| 4 3 ۱ ۱ 

وقبل البدء باستخراج المصفوفات الفرعبة الفنية للمصفوفة الفنية العامة Liss‏ نسمي هذه | 

if ۰ ۱ ۱ 

المصفوفات برموز أخرى غير الواردة في الجدول رقم )43( لغرض التميبز وتبسيط العمل ولا حاجة | 

لتبديل تسمية كل من ابلوجهات X)‏ ,0 , , 8, 2) لأنها hië‏ مجاميع . أما رموز المصفوفة الجديدة (| | 
| 

المصفوفة الفنية ) فهي : | 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


جدول رقم )4-4( 


المصفوفة الفنية العامة 





b. ۱ 
7 4 
J I 
ر‎ ah 
۲ 0 I ¥ 
j j 


ومن الجدول )41( يمكن استخراج المصفوفة GUIS D‏ : 


a ا“‎ 5 10] ]1 1 
p=% ۶-30 60126 10 
ay أيه‎ 20 | 2 
x اند‎ L50 60[ LR 5 


وشي مصفوفة العاملات dàll‏ ([ . 





وكذلك الحال بالنسبة للمصفوفات الفرعية H, C, R, U‏ حيث مکن استخراجها بنفس الطريقة 
1 ۱ 
آعلاه ونحصل على مصفوفة المعاملات الفنية لجدول المستخدم المنتج المبينة في أدناه: 
۱ 
| 


جدول رقم )4-5( 


مصفوفة المعاملات الفنية (بالأعداد) 





۱ l 
10 فأنه يعني أن القطاع الزراعي يستخدم ما مقداره‎ D ولو أخذنا العنصر 10 من المصفوفة‎ 
: 
ظ من إنتاجه البالغ ( 50( كمدخلات ف عملياته الإنتاجية أما العنصر 3 من المصفوفة فيشير إلى أن القطاع‎ 
2 
ظ الزراعي يستخدم ما نسبته 5 من مجموع إنتاجه البالغ )50( كمدخلات أيضا في عمليائه الإنتاجية‎ 





يستلمها من القطاع الصناعي WIS.‏ بالنسبة لستخدمات القطاع من الاستيرادات ومن polis‏ الإنتاج فأنه 
l‏ 3 


يستخدم ما نسبته 3 من مجموع إنتاجه كمدخلات يستلمها من قطاع الاستبراد ويستخدم أيضاً 10 من 





| مجموع إنتاجه كمدخلات تجهز له من pols‏ الإنتاج . ويصبح ما استلمه القطاع من منتجات القطاعات 
۱ 
الأخرى ومن منتجانه نفسها مساويا لجموع إنتاجه أي أن: 











تحليل المستخدم- المنتج 

|. 1 l 3 پر‎ 

-)50(+-)50(+-)50(+--0 

(50) + =(50) + =(50)+ = (50) 
=5+20+104+15 


= 50 


وحين العودة إلى الجدول رقم )4-5( يمكن كتابة polis‏ المصفوفات IEHU, C, D‏ 


جدول رقم (4-6) 


مصفوفة المعاملات الفنية ( بالرموز ) 





واستناداً للجدول أعلاه فان مجموع المنتجات التي استلمها القطاع الزراعي والتي تساوي مجموع 
انتاجه والبالغ (50) كما مبين أعلاه كن وصفها في المعادلة الآنية : 


m k 
x, = dy x +) ux, (j=12,...,m) 
ia] 


(4-5) ۳ 





ولو آخذنا 1 j=‏ لتشير إلى القطاع الزراعي وهو یحتل العمود الأول من الجدول کمثال لنحصل على 


i Å 
E - ( ۵ ر‎ 7 + 2 u, 7 


i=] i=] 


= (d X + تررك‎ (+ (UX, + 1,3, ) 











| 
| 
| 
1 
| 
| 
۱ 
| 


|. 2 I. 3 

—(50)+—(50)+ -—(50)+—(50 

50) + 260+ (50) + (50) 
=5+20+10+15 

= 50 


oan . 21 21 o: 
في حالة1 ز.‎ : J ومن حهة أخرى فان‎ 


x = Yd, x +f هت‎ 
(4-6) ۳ وان‎ 





5 dx, 
i ۱ ررد‎ h 
: وبتعبير آخر فان‎ 
: وبصيغة أكثر توسعا فان‎ ۱ 


از اه 
[dy dy my, 3‏ زه )4.7 


| وبالرموز العامة للمصفوفات فان العلاقة )4-7( مکن كتابتها بالصورة LIV‏ 
X=DX+F‏ 
F=X-DX‏ 
F=1X-DX‏ 


(4-8) F=(I-D)X 
)4- موجه الطلب النهاني كما مشار إليها في الجدول رقم‎ XE g حيثأن ۳۳ مصفوفة محايدة‎ | 
موجه يحتوي على إنتاج القطاعين الزراعي‎ XX, و8»اى مصفوفة المعاملات الفنية للمصفوفة4 و‎ 2( 
. والصناعي على التوالي‎ 








تحليل المستخدم- المنتج 


وا مصفوفة (LD)‏ تسمی مصفوفة ليونتيف ويمكن استخراجها من الجدول )45( كما -ijb‏ 


|0 ام ر 
U D- ۱‏ 


ومن المفيد معرفة معنی هذه المصفوفة . ولتناول عناصر‌ها الأربعة واحدا بعد الآخر: 
4 
1- العنصر "1 يعني من بين مجموع إنتاج القطاع الزراعي والذي يساوي واحد صحیح بمفهوه 
3 1 
لمعاملات الفنية هناك 1 منه يذهب إلى كل من القطاع الصناعي والطلب النهائي و 10 فقط ۳۴ 
سقى لاستعمالات القطاع نفسه كمستلزمات إنتاج . 
I l‏ 
2- العنصر © يشير إلى أن القطاع الزراعي أستقطع كمية من إنتاجه قدرت نسبتها ° من 
مجموع إنتاج القطاع الصناعي لتلبية متطلبات القطاع الصناعي كمستلزمات إنتاج والباقي وجه 
للطلب النهائي ولمتطلبات القطاع الزراعي . 
t (2‏ 
3- العنصر 2 يفيد أن القطاع الصناعي استقطع Las‏ مقدارها © من مجموع النتاج 
لزراعي أجل الإيفاءممتطلبات القطاع الزراعي كمستلزمات إنتاج والباقي وجه للطلب النهان أ 


وللقطاغ نفسه . 














3 7 


والقطاع الزراعي والباقي لأغراض القطاع نفسه وإذا أخذنا العلاقة )4-8( وهي : 


F=(1-D)X 
(4-9) X=(I-D)F فان:‎ 
: وحيث أن‎ 
۰ "i 
Hai Ca Cy “a | ( 
faj |) مه ين ده‎ © 
Ws 
41 27 
4 ۳ 
2*1 Lys 
7 1 و(‎ 


| وبالرموز العامة للمصفوفات كن أن تکنب العملیات آعلاه كما GL‏ 


= )4-10( 
وهكذا تصبح العلاقة )4-9( بالصيغة الآتية : 

yle 

“an A 2 )1- Dy CQ 





تحليل المستخدم- المنتج 


| 

| 

| 

۳ — ۱ 4 | 
والعلاقة الجديدة )4-11( نستخدم في استخراج مستوى الإنتاج X‏ عندما يتغير الموجه الذي يحتوي | | 

على مكونات الطلب النهائي © مع الإشارة إلى DOT‏ ,6 هي المعاملات الفنية لمصفوفة جدول المستخده i‏ 
ا منتج (i)‏ الصفوفه المحايدة . | 
ولا IS‏ : | 

۱ (4-12) Z=UX+R 

حيث أن 2 هو موجه AT‏ ونعيد تعريفه بكونه هثل الكميات اللازمة من المنتجات الأولية | | 
المشتراة من قبل القطاعات كمستلزمات إنتاج إضافة إلى ما يذهب منها مباشرة لمفردات الطلب النهان .| | 
ما 1,1,2 فهي مصفوفات معرفة مسبقا . ۱ 
| 

| 

| 


ولتوضيح ذلك فان : 


س | ture‏ تب | 


۱ ۱ U= 
ازيم لایر لایر‎ 
601 35| و‎ 0 


ومن العلاقة )4-12( )4-9( يمكن كتابة العلاقة الآثية : 





- -l 
5 Z=U(I-D)'F+R 


(4-14) R= HQ 


ولإيضاح ذلك فان هذه المصفوفات كما في الجدول (4-1) (4-4) هي : 





| 

| 

| 

| 

| 

| | 5 

0 17 6 | oahs م‎ s 

]9 5 16 0-35 , ۱ لاك ۱ 
00 - 0 ۱ 

| 16 

ومن العلاقة )4-13( « )4-14( نستنتج ما يأ : | 

۱ Z=U(I-D)'F +HO' 

| 

| 

| 

| = 

| 

| 

| 2 

d‏ ض 





ولكن F=(Q'‏ من العلاقة )4-10( 


:.2 - )لا‎ -2( ۱۵0+ HO' 


Z=([U(I-D)'C+H]Q' 





(4-15) 3 


معاملات جدول المستخدم - المنتج التراكمية 
Cumulative Input - Output Coefficients ۱‏ 


| إا لاعظنا الجدول (4-4) الذي يعبر عن المعاملات الفنبة للمستخدم - النتج فان الجدول آلاني 





| المستخلص من العلاقات (48) (4-12) (4-15) يعطينا جدولا بسمی بجدول معاملات المستخدم - المنتج 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۷ 
A 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


الزاكمية ويأخذ الصيغة المصفوفية آلاتية : 


)1- Dy" )1- 6 1 
۱-0۳ ۱-۸ ۳ 


وإذا أخذنا الجدول )45( وحولناه رقميا إلى مصفوفة المعاملات التراكمية آعلاه فأنه بظهر كما GL‏ 











نبدأ أولا باستخراج المصفوفة (I-D)"‏ حسب الخطوات التالية : 
(پاستخدام إحدى طرق عكس المصفوفات المبينة في الفقرة )3-9( الفصل الثالث ) 





| = 


9 
۱-۱-۱ 10 
ia) 
5 


ہے كب | 


س 
b-‏ 


malli 55 
(I-D) tit 


Il 55 





| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| | 

۱4 48 mg 
ge | | 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 





خا 


`: 


ال 
1 


ويلاحظ أن العناصر القطرية "(1-10) تتميز بكونها تساوي واحد أو أكثر من واحد . 


a 
_pyice|ll 53 
۸-۵۳-۷6 

11 5۰ 
376 47 14 188 
385 110 11 165 
~ 2 2 ue 
385 ۱۱ 1! 165 


10 48 


55 55 
20 108 


55 55 


۱52 138 
165 5 
e 
55 5 


1 
1 
1 


= | ظط س | هن 


سم | انك س | تاه 





10 41385 110 11 3 


| 

| 

| 

| 

| 

۱ 76 407 2 9H 
۱ 1925 3300 165 5 
"| 934 460 28 0 
| 1925 2200 55 3 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 





1 ¥2 FA) 1 3 و م‎ 
ل‎ Dy'C+ Hal 1925 3300 165 2475|,|7 16 
UI-D'C+H= of 467 2 ۵ | 0 
1925 2200 55 825[ | 6 


99۱ 39 52 4 


_ |1925 13200 165 5 
934 B09 26 467 


)%5 55 #400 1925 
ويذلك يمكن كتابة مصفوفة المعاملات التراكمية كما في الجدول DVI‏ : 





جدول رقم )4-7( 


جدول المعاملات التراكمية سحاد - ا منتج 


188 47 176 
5 11 حم 110 386 
ا 4 )2( 4 296 
5 11 || 385 


152 138 981 93 52 934 


165 5 1925 13200 A 165 5 
26 07 | | | 934 2:0 (#) 26.467 


33 7 1925 4400 ۰ 55 5 





: تفسير مکونات الجدول فهي كما أن‎ Lal 


1 - تشير المصفوفة الأولى إلى التغيرات التي تحدث في مستوى الإنتاج وعوامل الإنتاج عندما يحدث 
تغبر في مكونات الطلب النهائي ( الموجه (F‏ راجع الجدول (4-3). ولتوضیح ذلك إذا أخذنا 
عمود الزراعة ( العمود رقم )1( ) فإن الجدول )4-7( يخبرنا بأن زيادة وحدة إضافية في الطلب 


النهاني على الإنتاج الزراعي يتطلب من القطاعات الواردة في هذا الجدول ما Gl‏ : 





14 
أ- قيام القطاع الزراعي بزيادة إنتاجه بمقدار 11 وحدة. 
4 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
ب- زيادة إنتاج القطاع الصناعي بمقدار 11 وحدة أيضا. | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





152 
z‏ استخدام الفطاغ الزراعي بلواد مستوردة اضافة قدرها 165 وحدة. 
26 


د- وأخيرا احتاج القطاع لدفع أجور عمل وتوزيع أرباح مقدار 33 . 


ومن الواضح أن زيادة استعمال الموارد المستوردة والعمل والإدارة ليس فقط لمواجهة متطلبات 
القطاع الزراعي ولكن للإيفاء متطلبات إنتاج وحدات إضافية في القطاع الصناعي أيضاً . 
4 


2- ويلاحظ أن القطاع الزراعي زا إنتاجه بمقدار 11 أي (127) وحدة كي يلبي حاجة الطلب E‏ 





النهاني بمقدار وحدة واحدة والباقي للإيفاء متطلبات القطاعات الأخرى والقطاغ نفسه . 
وعلی هذا الأماس سمي الجدول )4-7( جدول العاملات التراكمية لکونه یوضح تراکمات الإنتاج | 
سواء في القطاع الذي وفع الطلب على منتجانه أو في القطاعات الأخرى التي يتعين عليها زيادة إنتاجها | 
لتلبية حاجة القطاع الزراعي وحاجتها وحاجة بعضها للبعض الآخر نتيجة الزيادة في |نتاجها . أنها عملية 
تراكمية تجري وفق قاعدة السبب والنتيجة فتحدث التراكمات بعضها على البعض الآخر إلى أن يفي 
النموذج كلية متطلبات السبب الرئيسي وهو الزيادة في الطلب النهاني بمقدار معين . 
3- ويحدث نفس الشيء بالنسبة لعمود القطاع الصناعي أذا زاد الطلب النهائي على منتجانه 
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بوحدة واحدة فان إنتاجه يزيد بمقدار 237 وحدة تتوزع بمقدار )1( وحدة للطلب النهائي 





والباقي على القطاعات الأخرى بموجب جدول المعاملات الفنية. 
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1 جدول المستخدم - المنتج - والتنب 
Forecasting by 1/0 Model‏ 


مكن استخدام جدول المستخدم - المنتج في التتبؤ بالمتغيرات التي تحدث في مختلف فروع 


الاقتصاد الوطني التي يغطيها الجدول في حالة حدوث تغير في مفردة أو مجموعة من مفردات الجدول 


نفسه . وقد أوضحنا في الفقرات السابقة LAS‏ عمل آلية ا معاملات الفنية للجدول وذلك ببيان النتائج 


النهائبة للتغيرات في مجمل القطاعات الاقتصادية عندما يتغير الإنفاق الحكومي Ste‏ إلا أن هذه الآلية لا 


مکن أن تعمل إلا في ظل افتإضات dale‏ ينبغي توفرها في هيكل الجدول نفسه نستعرضها GUL‏ دون 


الدخول في مناقشتها ويمكن الرجوع إليها في المصادر التي تتناول دراسة المستخدم - المنتج 
بتفاصيل كافية: 

-l‏ خضوع الإنتاج في جميع القطاعات إلى دالة انتاج متجانسة من الدرجة الأولى (راجع الفصل 
الخامس من الجزء الثاني) أي دالة إنتاج خطية liag‏ يعني أن كل قطاع يعمل في ظل غلة ثابتة , 
فإذا أريد زيادة الإنتاج ثلاث مرات في قطاع معين فإن هذا القطاع بحتاج إلى زيادة مستخدمانه 
ثلاثة مرات Lal‏ 

2- ثبات المعاملات الفنية من الأجل paill‏ وعدم تبدلها أي OLE‏ تكنولوجيا الإنتاج » فالقطاع 
الزراعي رغم تغير إنتاجه من مستوى إلى آخر فإن حاجته بلستلزمات الإنتاج تبقى متناسبة مع 
الإنتاج تناسبا ثابتا ولا تتغير مع مرور الزمن. 

3- عدم وجود وفورات اقتصادية خارجية في الإنتاج وعدم وجود ضیاعات اقتصادية خلال العملية 


الإنتاجية . 


4- ثبات الأمعار خلال فترة التنبؤ وسيادة حالة التوازن الاقتصادي. 





عدم وجود احلال فى طريقة الإنتاج أي أن كل فطاع ينتج سلعة واحدة أو مجموعة من السلع 
ويترتب على ذلك وجود طريقة فقط لإنتاج هذه السلعة أو مجموعة السلع . ويترتب على ذلك أيضاً أن 


لكل قطاع إنتاج أولي واحد فقط . 
وال لنأخذ مثال يوضح كيفية التنبؤ باستخدام جدول المستخدم - المنتج اخذين بنظر الاعتبار 
الشروط أعلاة : 
مثال (I)‏ 


قدم الجدول الآ للقسم المختص في التخطيط والتنبؤ في وزارة الاقتصاد وطلب dis‏ حساب ما Gk‏ 


جدول رقم )4-8( 








1- ماذا سيكون عليه مستوى الإنتاج في القطاعات الثلاثة ( الزراعة والصناعة والخدمات ) إذا حدث 
تغير في مجموع فقرات الطلب النهاني من كل قطاع كالآني : 

| 

37.5 35 | 


165 )180 
0 75 
من إلى 


2- ماذا سيكون عليه مستوی الانتاج في القطاعات الثلاثة إذا تغبرت polis‏ الطلب النهائي من | 
5 250 | إلى [40 120 300 | 
قبل البدء بتنفيذ الحسابات المطلوبة لا بد من تهيئة ما يأن : 





أ- جدول المعاملات الفنية ويجري إعداده وفق الفقرة (4 - 4 ) وكما مبين أدناه : 


جدول رقم ( 4-9 ) جدول المعاملات الفنية 




















a 1 و‎ 2 
8 4 0 1 ۱ 
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11 1 1 2 ۱ 
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l ad 
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ee بد إعداد المصفوفة‎ | 
| 
| 
0 a 
| 
| 
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| 

| 

تحليل المستخدم- المنتج 

۱1 ۱ ۱ ۱ 
2-5 0ا2 2 0-0 ۱ ۵30 | 
ې وا ۲ ۲ | ا 
844 | |4 4 ۱ 
بد ۰ ۱ 

۱ 15 15 75 

| -py'=| 8 16 

1 | 25 5 25 

۱ = 22 

۱ 25 5 5 
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( استخرجت هذه المصفوفة يإحدى الطرق المذكورة في الفصل الرابع ) 
وان يمكن إجراء الحساات المطلوبة . 


[ - إذا تغير مجموع فقرات الطلب النهائي من كل قطاع من : 





۳ 
۳۹ 
iso} ند‎ 


إل LJ‏ وبالعودة إلى العلاقة (و+) وهي: 


X=(/ -D)'F 
| يمكن حساب مستوى الإنتاج الجديد للقطاعات الثلاثة ي تصبح قادرة على تلبية الزيادة الجديدة‎ 
| والزيادة الناجمة عن حاجتها لمستلزمات إنتاج جديدة ي ينتج المستوى ا مذكور من‎ Ghul في الطلب‎ 


اإنتاج . 








ru y El 
T 8 ¢ 162| 
ا‎ fe} - — ۱۱801-408 
| || 5 25 
لد‎ |24 4 8 
25ا‎ 5 3 


ويظهر أن مستوی الإنتاج الجدید هو : 
- القطاع الزراعي 216 بدلا من 200 
- القطاع الصناعي 348 بدلا من 320 
- قطاع الخدمات 324 بدلا من 300 
dole‏ ما نجد جدول بمعاملات ابلستخدم - المنتج التراكمية مرفقا بجدول ا مستخدم - النتج لدى 
المؤسسات الإحصائية والبحثية ولهذا بمكن الاستعانة به في حساب النتائج أعلاه حيث تتوفر المصفوفة 


)1- (۲ Œ 
۳ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
75 | 4 ۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





في الربع الأول منه . 





۱ 2- إا تغيرت عناصر الطلب النهائي ويقصد بها هنا اموجه Q)‏ ) الوارد ذكره في الجدول رقم ( 
| 44 ) من [ 35 100 250 ] إلى [ 40 120 300 ] فماذا سيكون عليه مستوى النتاج ؟ 

وللإجابة على هذا السؤال لابد من وجود الفرضيات التي ذكرناها أعلاه بشان هيكل الجدول 
ومعاملاته الفنية والظروف التي يعمل في ظلها ء هذا من جهة ومن جهة أخرى فان تغير عناصر الوجه © 
ينعكس بالتغبير على مكونات المصفوفة © وبالتالي pobe‏ اموجه ۴ وبذلك يسهل Lule‏ تناول ۴ وضربه 
gias‏ لیونتیف للحصول على الناتج المطلوب : 

إذن لنبدأ الحل مطبقين العلاقة ( 4-11 ) بهذا الشأن : 
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۱ 
| 
تحلیل المستخدم- المنتج ۱ 
2 م 611 8 28 ۱ 
وی 7 750 ! 15 ] زب ۱ 
LS iin‏ دا rife S‏ ۱ 
7 2 5إ 5 25 
2 | ره 4 4ا ۱ 
7 0 5)5 5 25 ۱ 
0 6 8 ۱28 ا 
7 15 75 ۱ 
۱ 5 | | 
mi 5 5 251) 7‏ 
o 24 4 B|‏ 
17 5 5 | 
2381 
382.1 |= 
357.7 





ويظهر من النتائج أعلاه ما GL‏ : 

- إن القطاع الزراعي ازداد إنتاجه من 200 إلى 238.1 ۱ 
Lal -‏ القطاع الصناعي فازداد الإنتاج فيه من 320 إلى 382.1 

- وأخيرا زاد إنتاج الخدمات 300 إلى 3577 


) انتهى الجواب ) 





يمكن في ضوء النتائج المستخلصة من الفقرتين (12) في المثال أعلاه بناء جدول 
جديد للمستخدم المنتج بعد أن حصل التغير في مستوى إنتاج القطاعات النتاجية وذلك 
بتوزيع المستويات الجديدة للإنتاج والطلب النهائي على polis‏ الجدول حسب النسب 
الموجودة في جدول المعاملات الفنية للمستخدم المنتج . ولتوضيح ذلك دعنا نطلع على 














الجدول الذي أنجزه قسم التخطيط والتنبؤ أي الجدول الجديد للمستخدم - المنتج الذي تم بنائه في ضوء 
مستوى الإنتاج الجديد المبين في الفقرة ( 1 ) من المثال أعلاه حيث أصبح مستوى الإنتاج [ 324 348 216 | 


: FIE Wig ] 200 320 300 | بدلاً من‎ 


جدول رقم ( 4-10 ) 





لقد اكتمل الجدول ما عدا المصفوفات (BL)‏ والتي كن ملؤها إذا نوفرت معلومات كافية عن 
توزيع المستوى الجديد لموجة الطلب النهائي ا معطى Lol‏ وذلك بتوزيعه على عناصره الموجودة في 
المصفوفة 8 . وعند ذلك Ke‏ ملأ المصفوفة ( 8 ) الفارغة في الجدول . وبافتراض آن مكونات المصفوفة L‏ 
تبقى ثابتة في الجدول المقدم حیث إنها مكونات تتأق من polis‏ الإنتاج والاستيراد المتجهة مباشرة إلى 
الطلب النهاني ولا تدخل في الصناعة وان الزيادة في الطلب النهائي المذكورة في المثال تجرى تلبيتها من قبل 
القطاعات الإنتاجية (الزراعة والصناعة والخدمات) ليس من polis‏ الإنتاج و الاستيرادات . إذن يمكن 
افتراض بقاء مکونات المصفوفة (L)‏ على ما هي عليه في الجدول المقدم . وبذلك يمكن استكمال 
المصفوفات المتبقية والحصول على جدول جديد للمستخدم النتج بعد حساب OSU‏ تغير مستوى 
الطلب النهائي : 


192, 





315| |35 
180 | 5 
5 70 


ما بناء جدول جديد إذا كان التغير في عناصر الطلب النهائي معطاة حسب الموجه Q‏ فان الموضوع 
یکون يسيرا دون اللجوء إلى الافتراض الوارد في الفقرة آعلاه لان وجود الموجه 0 يساعد على حساب 
مكونات المصفوفتين BL‏ أيضا وان مستوى الإنتاج الجديد X‏ يساعد على حساب بقية المصفوفات ونعني 
بها AP‏ ومن ثم يصبح الجدول الجديد محسوبا بالكامل في ضوء التغير في الموجه © . 
مثال(2): 
الجدول التالي هو جدول ابلعاملات التزاكمية للمستخدم - المنتج : 


جدول رقم ( 4-11( 








المطلوب إيجاد ما يأني : 


1- إعادة تکوین جدول المعاملات الفنية الذي حسبت على أساس المعاملات التراكمية . 








الرايع 
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2- إذا كان الطلب النهائي | fi}‏ فما مقدار الإنتاج النهائي للقطاعين با , ,× الذي يفي 
بمتطلبات التشابك القطاعي الوارد في الجدول . 

3- إذا كان الطلب النهائي حسب العناصر ( الاستهلاك والاستثمار والصادرات ) أي polis‏ الموجة 4 
هي ( 10 , 15 ,20 ) على التوالي احسب مستوى الإنتاج في القطاعات الإنتاجية وكون جدول 
المستخدم المنتج في ضوء هذه المعاملات . 

4- إذا زاد الاستهلاك من )10( إلى )40( احسب مقدار الإنتاج في كلا القطاعين ومقدار 
المستخدمات الأولية ( ,م ,ص ) اللازمة مواجهة التغبر الجديد في الإنتاج. 

الجواب : 
)1( نعسب أولا ما يأني : 


1 | ۱۳ و 

(l 5 D)=|1-py"' = 3 = 4 ۱ 2 

2 |-- | 

و ]| 2 
| | 3 
٩‏ زا ۷ | 
' 1 ۲ / 0 0-1 
و ار لا لا 
2 2 


إذن حصلنا على المصفوفة ( (D‏ والآن نبحث عن املصفوفة (U)‏ كالآق: 
لدينا من جدول المعاملات التراكمية : 


U(I- D)' = 


سم ]|= .اننا | حت 





۲71 
eh 


۳ 


ويلا كان : 


ailas) .. U =U(I-D)"(I-D)‏ المصفوفات) 


وهكذا أصبحت لدينا المصفوفة (U)‏ من مصفوفات المعاملات الفنية ودعنا الآن نبحث عن 
المصفوفة (C)‏ 
لدينا من الجدول المعطى ما jb‏ 


ل- | با 


i 
مب‎ |ð 
1-Dy'C= 
00 13 1 3 


0 10 
- 01-۷-۷6 ۰ 
(خمائص الصفوفات)‎ © =U D\I- D) 45 


3 1۱1 6 


tuh | = onl] ت‎ 


| 





وحیث 


5 

1 دار‎ 7 B 
۱ 5 

ويذلك توفرت لجدول المعاملات الفنية المصفوفة © . 


وأخرا تبقت المصفوفة H‏ ولنبدأ الآن بالبحث عنها . 
لدينا من جدول المعاملات التراكمية ما يلى : 


DY'C+H =‏ - )نا 


y elz 
تاه‎ 
= 





: كان‎ Lbs 
H =a Dy'C+ ajua- pyc] 


ولكن قبل الشروع باستخراج (H)‏ من المعادلة أعلاه نحتاج لاستخراج قيمة المصفوفة المطروحة 








وهي : 
va- pyc]‏ 
| 
۱ لدينا : 
3 ۱ 
| 8 4ب ر 
U(I-DY' =‏ 
و و ۳ 
8 4 
ولدينا من النتائج أعلاة : 
1 2 1 2 
5 5 ]یم 
3 4 3 
ظ 5 5 5 
١ 32 1 2‏ 
ظ 5 5 85 u“‏ 
ظ 3 + Sj‏ 3 
5 5 وال 4 
B‏ 1 ا 
40 4 40( 
7 13 271 
40 20 40 
ومن النتائج أعلاه نحصل على : 





تحليل المستخدم- المنتج 


Bol BB 1 B 
y0 2 jjo 20 4 
27 3 277 13 7 
4 20 40[]40 20 40 
0 0 0 
|0 0 1 





وأخيرا أصبحت المصفوفة H‏ متيسرة لدينا وبالمستطاع الآن بناء جدول المعاملات الفنية وكما gb‏ : 


جدول رقم ( 4-12( 


جدول العاملات الفنية 





His 
مستوى انتج انا الذي يفي متطلبات التشابك الواد ف‎ gp 2 BOD. sty )2( 


الجدول هو : 
ony‏ 
A=(I-D) ۶‏ من العلاقة )49( 
fx] |? 20 feo‏ 
0 !متاك با اما" 
1 
3" 


أي أن مستوى إنتاج القطاع الزراعي ( 80 ) والقطاع الصناعي ( 60 ) . 
)3( إذا كان ]10 15 20] = 0 فما هو مستوى الإنتاج في القطاعين الزراعي والصناعي؟ ضع جدولا 
جدیدا للمستخدم المنتج في ضوء مستوى الإنتاج والستخرج. 
من العلاقة ( 4-11 ) لدينا : 





إذن يكون مستوى الإنتاج الزراعي ( 60 ) والإنتاج الصناعي )60 ) أيضاً. 
أما جدول المستخدم والمنتج الذي يمكن استخراجه في ضوء الموجه Q‏ والموجه المستخرج × فهو 







الجدول رقم ( 413 ) 





)4( عندما يزداد مستوى الاستهلاك من )20( إلى ( 40) فإن الذي يحصل للمستوى الاتتاج ومستوى | 
المستخدمات الأولية (M.M)‏ هو OVI‏ : 


آ-یکون مستوى الإنتاج الجديد إذا ارتفع مستوى الاستهلاك من )20( إلى )40( كالآق: 


ا 1- Ey‏ 
C-D) CY‏ من العلا )4-11( 
۵ 8 1 
X,} B 7 ۱3| | 9‏ 
53 0 5 10 
ب- أما التغيرات في المستخدمات ( P,‏ , ,8 ) فهي مع املاحظة أن 11-0 : 
لدينا: 


-.Z=[U(I-Dy'C+H]Q 








13 [20] 
40] <| [24 
3 7 4 50.25 

40 
ويمكن استخراج dad‏ ( ,۴,۴ ) عن طريق العلاقة اه : ۱ 
Z=UX+R‏ ۱ 
. }= | 
بیان[ R‏ ۱ 
Z=UX‏ | 
5 | 
7 ,|4۱۳2 ا ۱ 
alo] (5025‏ 1 اس ۱ 
4 4 ۱ 
( انتهی الجواب ) | 
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| 
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| 
| 
| 
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مثال(3) 

إذا ارتفع الطلب النهائي على الإنتاج الزراعي بوحدة واحدة في الجدول المستخدم - النتج ( 4-13 ) 
بين التأثيرات التي تنشأ عن هذا الارتفاع وعلق على النتائج مستندا في التحليل علی المعاملات التراكمية 
والمعاملات الفنية التي وردت في JEL!‏ السابق . 


X=(I-D)'F 9 


x1 |” ۰۱۵ 0۵ 

i= = 3 ۱ = | 
X, | = 30 61 
-L 2 


EE 
ینا (1-2) وهي جاهزة من جدول المعاملات الفنية ومن ذلك‎ Li} لاحظ‎ 


55 ] يتضح أن التأثرات الأولية لزيادة الطلب النهائي على الإنتاج الزراعي بوحدة واحدة gal‏ إلى زيادة في إنتاج 


5 | القطاع الزراعي بمقدار )2( وحدة والإنتاج الصناعي بمقدار ( 1) وحدة ول نتبين التأثيرات بكاملها Liss‏ 
“n‏ 
| نكون جدول با مستخدم - المنتج في ضوء النتائج المستحصلة: 





جدول )4-14( 








ويظهر من الجدول أن الزيادة في الطلب النهائي بمقدار وحدة واحدة نجم عنه تأثيرات تفصيلية | 


أخرى غير الزيادة النهائية . إن هذه التأثيرات مكن تعقبها استنادا إلى المؤشإت الموجودة في جدول | 
المعاملات التراكمية والمعاملات الفنية التي وردت في المثال رقم (2 ) وكما GL‏ : 





إنتاجه مقدار )2( وحدة وقيام القطاع الصناعي بزيادة إتناجه Jade‏ )1( وحدة . إضافة إل | 
۱ 
زيااة المستخدمات التي تدخل کعوامل أولية في العملية الإتتاجية بمقدار )4 ) وحدة من P,‏ 
3 


و( 4 ) وحدة من (P2)‏ . 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
أ- أن زيادة الطلب النهائي بوحدة واحدة من الإنتاج الزراعي يتطلب : قيام القطاع الزراعي بزيادة | | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


ب- وبالعودة إلى جدول المعاملات الفنية نلاحظ أن الزيادة التي حدثت في )1( أعلاه جرى توزیعها 
حسب المعاملات الفنية كما مبين في جدول المستخدم - النتج للمبين في أعلاه: حيث وزعت أي 
الزيادة في إنتاج القطاع الزراعي عاى القطاع نفسه ( 05 ) وحدة والقطاع الصناعي )05( rue‏ 


وحدة والطلب النهائي )1( وحدة أي )2( وحدة . 






أما الزيادة في القطاع الصناعي فقد استلمها القطاع الزراعي كمستخدمات بكاملها وم يذهب منها | 
ثيء للقطاع أو للطلب النهاني . 


| 


| 
ج- أما المستخدمات الأولية فان الزيادة البالغة ( 4 ) وحدة من ,91 ذهبت بالكامل إلى القطاع 





3 


الصناعي وم يستلم منها شيء القطاع الزراعي . في حين وزعت الزيادة في (P,)‏ البالغة (4 ) | 

الوحدة بين القطاعين فاستلم القطاع الزراعي )0.5( dug‏ والصناعي ( 5 ) وحلة . | 
د- وأخيراً يلاحظ أن الزيادة التي حدثت في الإنتاج النهائي للقطاع الصناعي بمقدار )| 

1( وحدة قد استخدمها القطاع الزراعي بكاملها كي يستطيع النهوض بأعبائه 














الإنتاجية الجديدة وق نفس الوقت اضطر القطاع الصناعي $ ينتج وحدة واحدة إضافية إلى 


زيادة مستخدماته الأولية مقدار ( 025 ) وحدة استلمها من P,‏ و ( 025 ) وحدة استلمها من P,‏ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| إضافة إلى استخدامه (05 ) وحدة من الانتاج الزراعی .يبلغ مجموع ما استخدمه )1( وحدة 
l |‏ 
۱ إضافبة وهو ما يساوي مجموع الزيادة في إنتاجه. 
| | مثال(4): 
| لو ارتفع الاستهلاك بوحدة واحدة في JEL‏ السابق فأصبح Q‏ كالآن: [ 21 ,15 , 10 ] وان الزيادة 
F۳‏ 
| توزعت حسب جدول المعاملات الفنية على الاستهلاك من السلع الزراعية بمقدار )04( وحدة ومن السلع 
| الصناعية بمقدار ( 0.6( وحدة . 
| وضح التآثرات التى نتركها هذه الزيادة على مكونات جدول المستخدم - gl‏ 
| ۱ 
الجواب : 
- التغيرات على مستوى الإنتاج : 


۲ 201-17 


x] |” ۱54 ۸ 
ni 30.6) 3 

10 
1 


ا 
3 | 
2 


: تأثير الزيادة على المستخدمات الأولية فهي‎ Lal 





هكم 
عم ba | us‏ 





تد | في 


r 
tn | لت‎ tm] 2 


|i ina | = 


P| |40 20 
P| |77 13 


40 20 


| 5 
15 (=| 39 675 
| be 


SIN = 








تحليل المستخدم- المنتج 


ويمكن استخراج هذه ابمؤشرات مباشرة من تفاعل المعاملات الفنية مع مستوى الإنتاج الجديد 
والجدول yw GI‏ التغيرات التي طرأت على مكونات ابلستخدمات والإنتاج : 


جدول رقم ( 4-15 ) 


ی 


15.35 30.65 4 





ويلاحظ أن الزيادة هنا حصلت في الطلب النهائي على منتجات القطاعين معا وكانت بمقدار )04( 





وحدة على منتجات القطاع الزراعي و ( 0.6( وحدة على منتجات القطاع الصناعي « كما تظهره التأثيرات 
المبينة في الجدول أعلاه « ولمتابعة هذه التغيرات مقارنة Le‏ بحمله جدول المعاملات التراكمية وجدول 
المعاملات الفنية من معان نحاول أن نتعقب التغيرات التي تعكسها كل زيادة على منتجات القطاعين كل 
على انفراد ولنبدأ كما GL‏ : 

1- إذا زاد الطلب النهاني على الإنتاج الزراعي بمقدار )04( وحدة فقط دون أن يزداد الطلب 


المذكور على الإنتاج الصناعي فماذا بعدث E‏ مستوی الإنتاج f‏ 


n] |“ ۱54 Joos 
"| || : 30 | 4 





أي أن مستوى الإنتاج بزداد من ]60 ,60 ] إلى [ 60.4 , 608 ] . 

وتبعا للمعاملات التراكمية فإن : 

| القطاع الزراعي لا بد وان ينتج ( المعامل التراكمي x‏ الزيادة في الطلب النهان = | 2x0.4=0.8‏ 
| ) وهو كما مبين أعلاه وان هذه الزيادة كي تنجز لا بد للقطاع الزراعي أن يستلم 


مستخدمات وعوامل وسطة کالاق : 


1x08 = 02 


© من القطاع نفسه وحدة 


10-0 
۵ من القطاع الصناعي 2 TET‏ 


6 مستخدمات من م ۷ د Ring‏ 


0۱-02 
۲ 


© مستخد مات من P‏ 





كما وقام القطاع الزراعي بتوزيع هذه الزيادة على آقسام الجدول كما GL‏ : 





ب- أما القطاع الصناعي كي يلبي الزيادة التي حدثت في القطاع الزراعي قام بزيادة إنتاجه بمقدار 
)0.4 ) ولأجل إنتاج هذه الكمية استلم مستخدمات مقدارها : 





تحليل المستخدم- المنتج 


04-2 


* من القطاع الزراعي ‏ 2 
١‏ من القطاء نفسه 0 = 0.40 وحدة 


04x 201 


۵ مستخدمات من ۲ 


04x1 =01 
۲, مستخدمات من‎ ٩ 


[09-02 
| 


0.2 = 4()- 
© والقطاع الصناعي 





© للصادرات bury)‏ 
ی للاستثمار 0 وحدة 
© للاستهلاك : 0 وحدة 





2- إذا زاد الطلب النهائي على المنتجات الصناعية بمقدار )0.6( وحدة فقط دون أن تحدث زيادة 


في الطلب على المنتجات الزراعية فماذا سيحدث : 





أي أن مستوى الإنتاج ازداد ليكون [ 606,60 ] بدلا من ]60 ,60 ] . 
وإذا ما نظر إلى الزيادة في الإنتاج الصناعي من زاوية المعاملات التراكمية فإن الزيادة مقدارها ) 


6 ) في الطلب النهائي تستلزم من القطاع أن يزيد إنتاجه بمقدار : 


E 





306-09 | 

٠‏ المعامل التراكمي x‏ الزيادة في الطلب النهائي ) 2 ) وهي الزيادة التي ظهرت في 
أعلاه كما أن الزيادة في الطلب النهائي على الإنتاج الصناعي تطلبت زيادة في الإنتاج الزراعي jade‏ )0.6( 
وحلة. 

وقد استلم القطاعان مستلزمات إنتاج لتلبية الزيادة في الإنتاج وقاما بتوزیع |نتاجهما على أقسام 
الجدول بنفس الأسلوب الموضح أعلاه. 





3- وعند جمع الزيادتين في الإنتاج المبينتين في (12) نحصل على نفس النتيجة التي ظهرت في المثال 
رقم )3( أي أن : 


eo La las 





ka‏ جدول المستخدم - امتح والرمجة الخطية 


سبق وان ذكرنا بان من جملة الافتراضات التي يستند أليها جدول المستخدم - المنتج هو عمل 
القطاعات الاقتصادية تحت JB‏ دالة إنتاج خطية (متجانسة من الدرجة الأولى). وق ضوء هذا الافتراض 
ظ الذي يعني سبادة العلاقات الخطية بين متغبرات جدول المستخدم - المنتج المكونة لفروع الاقتصاد الوطني 
بالإضافة إلى الافتراضات الأخرى Le‏ بناء نموذج خطي من العلاقات التي تعكس التشابك الوارد في 
الجدول 








لنأخذ الجدول الافتراضي الأني : 
۱ جدول رقم )4-16( 


جدول ا مستخدم - ا منتج 
۲ 7 6 5 4 ۳ 
د 6 Cli,‏ 
b 30 715‏ 45 20 25 
110 70 )24 10 20 16 | 20 10 
BEES‏ 








تحلیل المستخدم- النتع 


]| 2 |7 6 5 4 ظ ١‏ 
۳9 
45 0 0 1 0 45 |30 15 العمل 1 

AMA 


a لالد‎ 0000 0 | 100 
Toe 


حيث أن : CL ALS‏ تمثل الاستهلاك والاستثمار الأول والاستثمار الثاني والمخزون على التوالي. 
وبعد حساب المعاملات الفنية نحصل على الجدول )4-17( GMI‏ : 





جدول رقم )4-17( 





ولدينا: 
العمل 4 X=DX+F‏ 
(1-D)X=F W‏ )4-8( 




















ولا كان : 
2 2 2 ۴ 
٩/3 ۱۱۱3 11‏ ] 
n-o, ۳ 3 2 1‏ 
ir 11 15 l‏ 
|2 2 
0|_ ۱۱۱ 1 
0 (دا 8 2 
1 15 
وبإجراء عمليات الضرب ينتج : 
3 , 
ra ta‏ )4-16( 
| بر )4-17( 
ll °‏ 15 


ولدينا كذلك من العلاقة )4-12( : 


Z=UX+R 
۸ = ]0[ : من الجدول )416( تساوي صفراً أي أن‎ R كانت‎ Us 
`Z 4 


ومن جدول العلامات الفنية وجدول المستخدم - النتج أعلاه نحصل على : 


1 3 

9_| ¥ || 5 
55 اا3 | 
3 


8 


ویاجراء عملیات الضرب ينتج : 





تحليل المستخدم- المنتج 


. | 3 
(4-18) oh +, =49 


3 H 





F =C0' 


وحيث أن : - من العلاقة )4-10( 


:.)1- DX =F -00' 


2 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

3 | | 
55= + ور )4-19( ۱ 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 





2 2. fb bal 
3 ۱۳| 5 5 5 ۳ 
2 Sin} |4 * 2 | 
۱ 5 [۱ 5 5 5 و ال‎ 
إذن:‎ 
(4-20) EENS + لمج‎ 
ll 53 $ 5 5 
ظ‎ 
(4-21) Em ۳ ma a ۹ و‎ 
5° 1۲ 5 5۳ 57 5 


وحيث أن كل مفردة من مكونات الطلب النهائي Y‏ يمكن أن تكون سالبة أذن هکن صياغة Gleb‏ 


من العلاقتين )4-21( « (4-20) : ظ 
| 
ا )4-22( 
117 
2 8 
< ر 4-23 
I? 57‏ = 














Û 


A, 


5 
n 


j 
: الجدول , وذلك بطرح العلاقة )4:20( من العلاقة )4-21( مضروبة 2 لنحصل على‎ 





وبلاحظ أن العلاقتين )4-23( و )4-22( لا تعطي log‏ متماسكة لأنه إذا كان الطرف امن على 


سبيل المثال في العلاقة )4-22( مساوياً للطرف الأيسر أي أن: 





2 


=—jX, 


l 
: فهذا يعني عند العودة للعلاقة )420( يكون‎ 3 HT | 


le 7 ei +25=0 

د 3 ویترنب على ذلك أن لا إنتاج لإغراض الطلب النهاي من كلا 
القطاعين أي أن قيم عناصر المصفوفة (B)‏ تصبح صفراً فلا استهلاك حكومي ولا استثمار ولا صادرات ولا 
استهلاك خاص وهذا غير ممكن. لذلك إذا أريد تغبير العلاقنين (4-23) و )4-22( بحيث لا يحدث ما ذكرناه 
ظ أعلاه لابد من البحث عن العلاقة التي تعطينا أدنى مستوى من (x)‏ و أعلى مستوى من (يه) SIS‏ : 
| إذا حذفنا موجة الاستثمار في القطاع (2) والذي رمزنا له ب (,1) لكونه يحتوي على أعلى مفردة 
طلب Gi‏ منتجة من قبل القطاع )1( لغرض الاستثمار في القطاع الاستثماري )2( ومقدارها )15( المبينة في 





57 كب‎ aes Hl +“ 











5 5 11 5 
و 3 a tet‏ لك 
ود و 5 5 اا > 
وبالجمع ينتج : 
۱ 14 19 
8+ ]+20 رس + ره 4-24( 
T‏ تفن 
وحيث أن : 
i‏ = > 
سا . 





فإن : 
ی Ly,‏ )4-25( 
وبنفس الطريقة إذا حذفنا الموجة (1) لکونه يحتوي على أعلى مفردة طلب نهائي مجهزة من قبل 


القطاع (2) لغرض الاستثمار في القطاع الاستثماري (1) وكما نظهر في الجدول بمقدار (20) وذلك بطرح 
العلاقه )4-21( من العلاقه )4-20( مضروبة ب (4) لنحصل علي : 
2 4 4 8 8 


Ps Pd‏ ی 
§ 5 5 5 ا 3 


— mm Ei ET ë ë ë دم‎ 
— 
— 





45 ae __4 ا‎ ۳ -fs 
5 11 5 5 5 § 
: وبالجمع ينتج‎ 
(4-26 رو ولد‎ 
11 11 
L20 .» . 
۶  : وحیت أل‎ 
(4-27) TERAN 
15 11: 


والآن لو افترضنا بان الإمكائيات الإنتاجية للقطاع )1( والقطاع )2( قدرت لفارة قادمة بمقدار 
)80,120( على التوالي. أي أن المخطط من خلال ما متوفر له من معاملات فنية في الجدول الحالي أخذا 
بنظر الاعتبار القيود المذكورة أعلاه للوصول بالإنتاج إلى )80,120( في القطاعين على التوالي فوضع توقعات | 
الإنتاج بالصيغة الآتية : 





5 
يو 


SA 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


n | 


= 
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وعند تجمیع المتباينات النموذج الخطي التي حصلنا علیها يبدو لنا النموذج الخطي الأني: 





2 2 
-ïy 2—ï 
1" 11 


x, $80 
x, £120 


العلاقة )4-22( 


العلاقة )4-23( 


العلاقة )4-25( 


العلاقة )4-27( 


له )4-18( 


(4-19) 








تحلیل الستخدم- المنتج 


وبالإمكان إعادة صياغة النموذج ليأخذ الشکل العام للبرنامج الخطي بافتراض إن دالة الهدف هي 
تحقيق أعلى إنتاج من ۱*2" في Jb‏ حالة التوازن أي أن دالة الهدف هي : 
بأخذ البرنامج الصيغة الآنية : 


A;‏ ۱۳ 7 > ورذلك 


x20 
x20 


وبلاحظ أن أشارة بعض المتباينات عند إعادة الصباغة قد أصبحت عكس الإشارة 


التي كانت في الصيغة السابقة وقد أملت ذلك الحاجة إلى ترتيب وضع المتغيرين ۱:72 














لیکونا في حالة منسقة مع العلم أن تبدل الإشارة ۸ piv‏ في مكونات العلاقة ونتانجها من الناحية الرياضية. 
ويمكن حل هذا النموذج بهدف تحديد ibis‏ الحلول الممكنة feasible area)‏ ) بطريقة الرسم البيان 
وذلك لوجود متغرین فقط هما ۱۰2 والشكل البياني(4-1) يوضح منطقة الحلول الممكنة والتي dln‏ 


على شرحها من الناحية الفاهيمية والعملية في الفصل الخامس . 


4 


| © 0 © 2 p 0 55 ۸۵۷ ك‎ vie 236 4 x, 


شكل رقم (4-1) 


4-3 جدول المستخدم gabl-‏ والحسابات القومية 


تعتبر العلاقة بين جدول ابلستخدم - امنتج والحسابات الإجمالية في الاقتصاد القومي علاقة وطيدة 
ومتبادلة ويمكن بيان مدى قوة هذه العلاقة وأهميتها بتناؤل جدول بسيط للمستخدم - المنتج يحتوي 
على ثلاثة قطاعات هي الزراعة ت ودعنا نسميها (3()2(:)1) على التوالي لسهولة الإشارة 
أليها عند مناقشة الموضوع . 


إن ما تجدر الإشارة إليه أن حسابات الدخل القومي والناتج القومي تجري بثلاث طرق : 





3 


تحليل المستخدم- المنتج 


وهي طريقة الإنتاج وطريقة الإنفاق وطريقة الدخل وسنأني على شرحها ضمن استعراض العلاقة 
بين جدول المستخدم - المنتج والحسابات القومية ولابد لنا من البدء بجدول إيضاحي للمستخدم - المنتج 
قبل الشروع فى تباين هذه العلاقة أذن لنأخذ الجدول GM‏ : 


حدول المستخدم اطنتج )4-18( 


2 و‎ - 40 
I5 30 -5 220 
I5 40 10 - 


50 150 20 
125 90 40 
5 5 0 
70 40 40 
5 15 50 


310 300 105) 715| 445 240 0 


الإنتا ج -11 
260 10 165 295 565 260 500 400 
4+10 


قبل الاخول في الموضوع دعنا نسمي الرموز المستعملة : 

C‏ = الاستهلاك العائلي ( الخاص) من ضمنه ما تشتريه العوائل من خدمات عوامل الإنتاج ( الأجور 
والإيجارات ). 

6 = الإنفاق الحكومي الجاري من ضمنه ما تشتريه الحكومة من المهن المختلفة أو مباشرة من 
العوائل ( الأجور والإيجارات ). 

1 < مجموع الاستثمار في الموجودات الثابتة. 

dle - 5‏ التغير في المخزون. 





























E‏ = مجموع الصادرات من السلع والخدمات. 

۴ = الطب انا 

out put = ) الإنتاج‎ ( Olek! مجموع‎ = × 

=M‏ مجموع الاستيرادات من السلع والخدمات. 

Chl مجموع‎ =P 

D‏ = الاندثارات التي يقدرها أصحاب المهن املختلفة. 

۷ = الأجور الكلية. 

=R‏ مجموع الإيجارات. 

product : الناتج ( الدخل)‎ = Y 

والآن وبعد تثبيت الرموز المستعملة نستعرض الطرق الثلاثة المستعملة في قياس الدخل الوطني 


1- طريقة الناتج : 
يحسب الناتج (y)‏ بموجب هذه الطريقة كما يلي : 
(أ) الناتج > << المبيعات + Glo‏ المخزون - الستلزمات الوسيطة المشتراة من قبل الصناعات 
سواء المحلية أو المستوردة + مدفوعات عوامل الإنتاج من قبل قطاعات الطلب النهاني. 
(w)‏ الناتج = =y‏ مجموع مدفوعات عوامل الإنتاج من قبل الصناعات وقطاعات الطلب النهائي. 


وبالرموز واستناداً للجدول أعلاه فان حساب القيمة الضافة ( الناتج) للقطاع الواحد (الصناعة) 


| يجري بموجب الصيغة الآنية : 


3 3 
(4-28) ۱ > yx, - Ya, = Ym, 
fl 


T Hl 


3 
(4-29) y=) W,+R +P + 


ادر 





it 
d / 





تحليل المستخدم- المنتج 


ثم تضاف القيمة المضافة للقطاع العائلي والحكومة لمجموع القيمة املضافة للقطاعات للوصول 
إلى القيمة الضافة للاقتصاد الوطني حيث لا توجد في الجدول قيم بقبة قطاعات الطلب النهاني غير 
القطاع العائلي والحكومة. 


7 5 A $ R, Fa = 2 Wa + Rg 


3 
(4-30) y= YY +. +R, 


۱ 
حيث يشير C‏ للقطاع العاثلي , 6 للقطاع الحكومي , ۷ للقيمة المضافة. 


ودعنا نستعین بالبيانات الواردة في الجدول لشرح العلاقات Mel‏ 


%0 = 10 +30 +50 


200 = 50+ 60 +90 


155 = 5 + 60470 





وإذا ما أريد الاطلاع على LS‏ عمل المعادلة )4-28( نبين ما GL‏ : 


+a) >,‏ رو + =X - (a‏ را 
10-0 +50+30)-4)00 = 


= 260) 











مجموع القيمة المضافة في القطاع الزراعي 
وبنفس الطريقة يمكن استخراج : 3 72۰ أي القيمة المضافة في القطاعين : الصناعي 
والخدمات . 


أما موجب المعادلة )4-29( فان الحسابات تجري كما ی : 


1- الزراعة 
2- الصناعة 
3- الخدمات 


4- القطاع العائلي 
5- الحكومة 





مع الإشارة إلى أن العلاقة )4-29( تعمل كما ياي : 
YW +R + 8 +‏ 
bag)‏ يجدر التنبيه إلى آن :هثل الصف » ز Jig‏ العمود في العلاقات أعلاه) 
yi - 123413470450 = 260‏ .. 


وبنفس الطريقة يمكن استخراج و« ور 


وعند حساب الإنتاج على مستوى الوطني تأخذ العلاقة (4-30) : 





۲-1 + +Y, +۱۲ +R. +W, +R. 


< Y 2 260+150+ 85+25 +20+150+5 


= 695 








تحليل المستخدم- المنتج 


2- طريقة الانفاق : 
ويجري حساب النتج ( الدخل) حسب هذه الطريقة بجمع الاستهلاك العائلي و الأنفاق 
الحكومي والاستثمار Glos‏ ابمخزون والصادرات ونطرح من هذا المجموع الاستبرادات. أي آن: 


(4-3) 7-١ +١ 6/+(1,+( ٩+ ( 8, - ١1 


ومکن بیان عمل هذه الطريقة بموجب البيانات الواردة في الجدول GIS‏ : 


120+70+1304+200+25420 


KJ i ۱‏ 
2- الأنفاق الحکومی 045 +15+15+15+85 
۱ ات 


|n‏ = 1ك 
E‏ 

: عمل العلاقة (4-31) فكما يلي‎ kll 

نلاحظ أن: 





(9 1 0 t 1 t 5 t E,) 
ا = مفردات الطلب النهای.‎ 
مجموع مفردات الطلب النهائ - الاستبرادات‎ = Y” 
1295 = ومن الجدول يلاحظ إن مجموع مفردات الطلب النهائى‎ 
600 = وان مجموع الاستيرادات‎ 


+. ۱ - 1295-600 = 695 








3- طريقة الدخل: 
ويحسب الناتج ( الدخل) هوجب هذه الطريقة كحاصل جمع كل من الأجور والإيجارات 
والأرباح والاندثارات وبالصيغة الجبرية كما l‏ 


Y=W+R+P+D 
- W, +2 R, R + XP م‎ + 2 D, 
(4-32) /* j=l Jel Jel 


وحسب OLLI]‏ الواردة من الجدول المستخدم gll-‏ رقم )4-18( فان حساب الدخل موجب 
۱ الطريقة أعلاه يجري JL lous‏ : 


a a | 


أما عمل العلاقة )4-32( فيمكن استخراجها مباشرة من الجدول كما ياي : 





1-١917 + 8+ 0+0 





- 1430+ 45 + 150+ 70 


= 695 


وهكذا يتبين بان لجدول المستخدم - المنتج فائدة كبيرة في توفير المعلومات المهمة والضرورية 
لحسابات الدخل الوطني وكلما كان الجدول واسعاً ومفصلاً كلما كانت الفائدة منه لأغراض هذه 


الحسابات أجدى وانفع واشمل. 








تحليل المستخدم- المنتج 


مرين )1-4( 


أ- إذا أعطيت جدول المستخدم - المنتج بالصيغة LI‏ وبافتراض توفر الشروط الضرورية في 


الجدول لإغراض التنبوه احسب ما بأ : 


x | 30 20 | 50 | 10 5 ۱ 4 | 20| 0 
x, | 10 40| 50 | 20 7 3 10 | 40| 90 
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: 

1- مستوى الإنتاج إذا زاد الاستهلاك D Jade‏ 
2- مستوى المستخدمات اللازمة مواجهة الزيادة في الإنتاج الواردة في الفقرة )1( أعلاه. 
3- احسب مقدار الناتج المحلي الإجمالي ( الدخل) باحدی الطرق التي تراها مناسبة. 


4- احسب جدول المعاملات التراكمية من الجدول Mel‏ 





ب- كلفت هينة التخطيط بعمل تنبؤات للإنتاج على مستوى القطاعات ووضع الجهاز الإحصاني 
تحت تصرفها جدول المستخدم - المنتج لسنة )2000( وعلی الوجه التالى : 


| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
eee 
| 
| 
۱ 
| 
| 
۱ 
| 
| 


۱8 10 | 28 | 2 4 4 2 - |22 | 0 
4 28 ۱ 4٩ | 0 


ESES 38 كان‎ 2 13 KEREJ 


Pa 
۱ ۳ ۱ ۵ لقنا‎ 


وکانت التنبؤات تتضمن استخراج ما یأق: 





) ۴( )المتوقع في سنة )2001( إذا قدر الطلب النهانی‎ Out put) حساب مستوی الإنتاج‎ -l 


2- حساب مستوى الإنتاج إذا ارتفع الاستهلاك العام (C,)‏ والاستهلاك الخاص (C,)‏ والاستثمار 
الكلي (I)‏ إلى مستوى جديد في سنة )2001( ليكون] za]‏ بقاء الصادرات Glog (E)‏ المخزون 
(S)‏ على ما هي عليه. 

3- حساب مستوى المستخدمات الأولية اللازمة لمواجهة متطلبات التغير في مستوى الانتاج 
المحسوب في الفقرة (1). 


= 





تحليل المستخدم- المنتج 


4- استخراج Jal pl‏ الإجملي أي الدخل )من الجدول وبأي من الطرق الني 0 
مناسة. 


مع الإشارة إلى أن : (0۸) تمثل الاستيرادات و (W)‏ الأجور (۸ ) الإيجارات و (P)‏ الأرباح « و(0) 
الاندثارات (rxy Lal‏ فهما القطاعات الإنتاجيان اللذان يتكون منهما الاقتصاد الوطني. 
الطلوب : 
باعتبارك الشخص المسؤول عن التنبؤات في الهيئة احسب هذه المؤشرات وعلق عليها باعتبارها من 
المتغيرات الإجمالية في الاقنصاد الوطني مبيناً مدى فعالية هذه التنبؤات وأثارها على عملية النمو 
الاقتصادي. 





عم 
ا 
۳ 














الفصل الخامس 
لبرمجة الخطية 


Linear Programming 











الرمجة الخطية 


لبرمجة الخطية 


Linear Programming 


من المسائل الاقتصادية الهامة هي الكيفية التي كن فيها تعبئة الموارد المحدودة لتحقيق اكبر 
عائد ممكن » وتوجد سبل عديدة لتوضيح وتبسیط كيفية بلوغ هذا الهدف ومن هذه السبل: البرامج 
الرياضية التي تعتبر ذات كفاءة وفاعلية عالية في هذا المجال وخاصة بعد أن أدخلت عليها تطورات كثيرة 
خلال العقود القلبلة الماضية. 
أما البرمجة الخطية فهي من بين الرامج الرياضية التي تتسم بالبساطة والاستعمال الواسع 
الانتشار » وهي طريقة بتفرر بموجبها LAS‏ تحقيق أهداف معينة مثل تقليل الكلفة أو تعظيم الأرباح أو 
تشغيل كامل الطاقات الإنتاجية وغبرها. وعادة لا بحدث هذا بشكل طليق بل تحت قبود معينة Jail Jis‏ 
محدودية الموارد وكمية السلع والمواد المتوفرة وغيرها من القيود. الخااس 
أما مفهوم الخطية فبأقي من العلاقة الخطية بين المتغيرات والتي نعني التناسبية بينها أي إذا كان 
إنتاج الطن الواحد من الحديد يكلف ( 100 ) وحدة نقدية فان إنتاج ( 10 ) أطنان من الحديد يكلف 
)1000( وحدة نقدية. وإذا كانت ماكنة نسيج تنتج ( 30 ) م de Lal E‏ الواحدة فإنها تنتج ( 600 ) م في ( 


0 ) ساعة ومن اللثالين آعلاه يتضح أن نسبة الطن الواحد إلى كلفة إنتاجه = 0.012_1 
100 


وبصيغة أخرى إن كلفة الطن الواحد -. r‏ 


أما بالنسبة ASU‏ النسيج فإن: 
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الإنتاج إلى الوقت = كمية الانتاج = 30 = 30 م/ساعة 
الوقت 1 
أو كمية الوقت المبذول في الإنتاج = الوقت_ = 1 ساعة/م 
كمية الانتاج 30 
ان هذه التناسبية تجعل العلاقة بين المتغيرات علاقة خطية. 





Some Elementary Concepts بعض المفاهيم الأولية‎ = 





هناك بعض المفاهيم الأولية ذات الصلة الوطيدة بالبرنامج الخطي ويكون من المناسب استعراضها 
قبل الدخول في الموضوع: 
j‏ دالة الهدف :(objective function)‏ وهي الهدف الذي نسعى لتحقيقه من وراء النشاط الذي 


ë‏ 2 چ ë Á‏ لوده ë‏ الل ë‏ الكو الك اللو ë ë‏ لله للش الله الل له | ا كد 


ترجم على شكل برنامج خطي. 
ب- التعظيم (maximization)‏ وهو الوصول بدالة الهدف إلى أعظم مستوى ممكن. وتختصر Ülo‏ 
ب | max‏ ). 





ج- التقليل :(minimization)‏ وهو الوصول بدالة الهدف إلى اقل مستوى Kas‏ وتختصر أحياناً ب 


min |‏ | 
د- بشرط :(subject to)‏ وهو خضوع دالة الهدف لمجموعة من الشروط أو القيود وتختصر أحيانا 
ب ) st‏ { 


-o‏ الشود (كامتسافسم): وهي مجموعة المحددات والشروط التي تقد دال الهدف. 
9“ الأمثلية (optimization)‏ وهي البحث عن نقطة أعظم أو نقطة jal‏ لدالة معينة مقيدة 


مجموعه من الفيود. 
وبالإضافة للمفاهيم أعلاه هناك مفاهيم أخرى سيرد ذكرها ضمن الفقرات القادمة. 








الرمجة الخطية 


dhiil المعادلة والمتباينة في البرمجة‎ 
Equality and Inequality 





تختلف البرامج الرياضية ومنها البرامج الخطية عن الأمثلية التفليدية في كونها تبحث عن معالجة 
المسائل المقيدة بقيود تأخذ شكل متباينات وليس معادلات - فاذا افترضنا أن مسألة فيها متغيرين هما( XY‏ 
| فان القيد بأخذ صیغة: ۸ ك ([,1)م وليس ۸= ('[,8)3. ونتذكر في الفصول السابقة كيف أن 
المدرسة التقليدية كانت تصل إلى الأمثلية ( الحد الأقصى والحد الأدنى) للمعادلات الاقتصادية بإجراء التفاضل 
المناسب لها 

وعندما نكون أمام معادلة فان حرية التصرف تكون مقيدة بحالة التساوي ( التعادل ) فالمستيلك 
الذي تبلغ مصروفانه ( 140 ) وحدة نقدية مقيد بهذا المقدار وفق ما تفترضه المدرسة التقليدية. أما في 
البرمجة الخطبة فهناك حرية التصرف عندما تفترض هذه البرمجة أن مجموعة المصروفات رما تكون ( 140 
) وحدة نقدية أو اقل من ذلك أي أن المصروفات ( > 140 ) حيث يكون الخيار للمستهلك في أن ينفق 
)140( أو أقل من ذلك ولكنه لا يستطيع تجاوز هذا المبلغ لأن ميزانيته بهذه الحدود. وعندما تكون القيود 
بصيغة متباينات تصبح المسألة أكثر واقعية وأكثر جاذبية لأنها تعطي مرونة كافية في التصرف. 





Linear Programming Structure هيكل البرنامج الخطي‎ 4 


لغرض شرح وتوضيح كيفية بناء البرامج الخطية والصبغة التي تتكون منها بافتراض وجود متغيرين 
فقط هما x,,x,)‏ ) نأخذ المثالين الآتيين آحدهما لتعظيم دالة الهدف والآخر لتقليلها. 
مثال(1): 
في مشروع معين ينتج نوعين من السلع هي (ر× ,«) ويستخدم لغرض إنتاج كل 
سلعة ثلاثة مكائن هي (abc)‏ وتحتاج كل وحدة من × ر تشغيل (a) ASU‏ )4( 
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الخامس 


ساعات والماكئة ( ط ) إلى )2( ساعة واماكنة( ») إلى ساعة واحدة آما السلعة X,‏ فإنها تحتاج لتشغيل 
الماكنة (a)‏ إلى )4( ساعات آیضا أو ASU!‏ (ط) إلى )5( ساعات والماكنة (c)‏ إلى (3) ساعات » وان الوقت 
المتيسر ASUU‏ ( ۵ ) هو ( 32 ) ساعة والوقت المتوفر للماكئة (b)‏ هو ( 45 ) ساعة والوقت المتوفر 
للماكنة )€( هو ( 16 ) ساعة وعلى هذا الأماس نحصل على القبود الآنية: 
يلاحظ أن الوقت المتوفر للماكنة (a)‏ يتوزع على السلعتين (يكرة) بحيث تستنزف السلعة (x,)‏ 
وقتا مقداره (4x,)‏ والسلعة (x,)‏ وقنا قدره (dx,)‏ أيضاً ويكون مجموع الوقت المستنزف يساوي أو لا يزيد 
عن )32( ساعة كما مبين في القيد الأول أدناه: 
4x +4x, 2‏ 
ما الوقت امتوفر للماكنة ( (b‏ فإنه يتوزع على السلعتين حسب القيد التي: 
dx, +33 $45‏ 
وهو القيد الثاني المفروض على المنتج. أما القيد الثالث فهو القيد المتعلق SUL‏ 
۴ ) حيث أن الوقت المتاح لها هو )16( ساعة ويستهلك من قبل السلعة (x)‏ والسلعة 


: SE (x,) 





x, + 3x, 6‏ 
وقد كانت دالة الهدف: تعظيم الأربام حسب الدالة التالية: 
z= 4x, +63‏ 
وحيث أن إنتاج أي من السلعتين لا يمكن أن يكون سالباً أي أنه موجب أو على الأقل صفراً ولهذا 
فهناك قيدين إضافيين هما 


Xx, 20 , x, 20 


ly‏ نستطيع غرض النموذج بصورته المتكاملة كما بلى: 








deal‏ الخطية 


(5-1) max. 2 24 +6x, 
st, 

(5-2) 4x, +41, <32 

dx, + 5x, <45 

(5.3) x, +3x, £16 


x, 20‏ , 20 ¥ 
والصيغة أعلاه هي الصيغة القياسية للبرنامج الخطي Gly‏ زوج من قيم x)‏ بد ) يفي بمتطلبات 
المتباينات ( 5-2 ) و ( 5-3 ) هو الحل للمسألة. أما الحل الأمثل فيو الحل الممكن من بين الحلول الممكنة 
الذي يفي متطلبات ( 5-1 ). 


وتكتب الصيغة أعلاه بمفهوم المصفوفات GIS‏ 


Jail Z =CX 

SL.‏ الخاهس 
Ax< B‏ 
X>0)‏ 


C = 0 JC; ۷ 
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b, 00: الور جر‎ 
b, ayy 04 دار‎ 

B=|. |, 4- 
b, A nb ni ملاو‎ 


12) Jes 
والآن لنأخذ مثالا آخر في تقليل دالة الهدف وليس تعظيمها فإذا افترضنا أن عليقة معينة جرى‎ 
اختبارها فوجدت أنها لأنسب لحيوان معبن بكونها تجهزه ا لا يقل عن (4000) سعره حرارية و(120)‎ 
وحدة بروتين في اليوم الواحد. وهناك نوعان من الأغذية پمکن استخدامها في تحضير العليقة أعلاه ولكن‎ 

بكلفة وقيمة غذائية مختلفتين كما مبين في أدناه: 


Sl‏ 2 222 لم لله ë‏ الل اله ë E‏ للك الو ë‏ للد لله لع للد الس لع | ا د 





وفي ضوء المعلومات أعلاه Se‏ صياغة النموذج JV‏ بحيث نحصل على iile‏ بأقل التكاليف 
وتفي بمتطلبات الغذاء المرغوب به: 
لنفرض أن × شل الطعام رقم )1( و Jès‏ الطعام رقم )2( على التوالي. 
وعلى هذا الأماس يكون النموذج كالآني: 
,52+ 22 - 2 
St.‏ 
60x, > 0‏ + ,5003 
3x, + 8x, > 0‏ 


| 
| 
i 
i 
i 
| 
| 
| 
i 
x20, 0 | 
۱ 
1 
i 
| 
i 
| 
۱ 
۱ 
| 








الرمجة الخطية 


ونكتب هذه الصيغة بمفهوم المصفوفات GIS‏ 
mn. Z=CY‏ 
Sf.‏ 
AX > B‏ 
X>0‏ 
= حل الرنامج الغطي ذي المتغيرين بطريقة الرسم بیان 





لغرض توضيح المفاهيم الأساسية للبرنامج الخطي نبدأ blas‏ بطريقة الرسم البياني لنموذج ذي 
متغيرين کالنموذج QU‏ 
max 2 - 1 +3‏ 
St.‏ 
(I) 2x, +5x, 4‏ 
3x, +x, <10‏ )2( 
x, >0‏ )3( 
x, 20‏ )4( 
والآن دعنا نحاول حل النموذج أعلاه بطريقة التجربة والخطأ قبل الذهاب إلى طريقة الرسم 
il‏ إن طريقة التجرية والخطأ تخلص باختيار قيم متعددة لكل من Cape (x, x,)‏ تفي هذه القبم 
متطلبات القيود من (1) إلى )4( وتعطي قيما مختلفة لدالة الهدف )2( وبتكرار هذه العمليات سنجد 
قيمة (x, x)‏ التي تعطي دالة الهدف أعظم قيمة وحينذاك نكون قد blog‏ للحل المطلوب. 


الخاهس 


233 


iy‏ لنبدأ العمل ولنختار کخطوة أولى: )1 1 22 بد) 
وبتعويض هاتين القيمتين في كل من القيود الأربعة آعلاه نلاحظ أنها تفي بمتطلباتها ولزيادة 
الإيضاح ندون النتائج الآنية: 
24 > 9 -(3)1+(2)2 
10< 1(1)=7+)32 
كما أن كل من القيدين (3) و (4) قد استوفينا متطلباتهما لان القيم التي اختبرت لكل من (x, x,)‏ 
هي قيم موجبة توفي بمتطلبات عدم سلبية هذه المتغيرات. 


والان ما الذي حصلنا عليه äl E‏ الهدف؟ لنعوض وتراقب: 


Sl‏ 2 222 — اله ë E‏ اللو الله الكو ë‏ السك ë ë E ë‏ لله لم للد الس له | ا عد 


z=1(2)+3(1) 
=$ 










Leys ۱‏ نكون هذه هي القيمة الأعظم لدالة الهدف ولكن أذا نظرنا إلى النتائج استخدامنا 
١‏ | مستلزمات الإنتاج وهي )24( و(10) فلا زال الدنيا کمیات مم تستغل بعد إذن لنجرب ونختار زوجا آخر من 
ظ القيم ولتکن: 4 = x)‏ ,1 = ,3 أن هذا الزوج من القبم يفي بمتطلبات القيود الأربعة ويعطي قيمة 
للدالة Gayl‏ مقدار 213 2. 

إذن الزوج الثاني من القيم أفضل من الزوج الأول ورا هناك زوج أفضل ودعنا نختار: 
x, - 5‏ , 0= ,1 ويلاحظ أن هذا الزوج يعطي dad‏ اكبر لدالة الهدف (15 - 2) ولكنه لا يفي 
متطلبات القيد )1( وبهذا نستبعد هذا الاختيار. 

وهكذا نواصل اختيارائنا وليكن الاختيار هذه المرة 4= ,3 ,22 ,3 ding‏ نحصل على 
4 = 2 ويبدو أن هذا الاختبار يفي بمتطلبات القيود وقد بعطي قيمة أعظم للدالة. 





dor yl‏ الخطة 


إن الوصول إلى الاختبار الذي يحقق الحل الأمثل لدالة الهدف ويستوفي الشروط المفروضة علبها 
يتطلب عددا غير محدود من الاختيارات لزوج من فيم Ux, x)‏ ولهذا فان طريقة التجربة أو الخطأ هي 
طريقة متعبة ومملة ولا بد من النفتيش عن طريقة أسهل. 
وتوجد طرق أخرى سهلة وبسيطة في حل البرنامج الخطي يستند بعضها إلى طريقة الرسم البياني « 
وأن العلاقات الخطية في الرنامج الخطي تحتاج إلى استذكار ما شرحناه في الفصل الأول عن كيفية رسم 
معادلة الخط المستقيم التي تعتبر الأماس في هذه الطريقة. والآن لنجرب طريقة الرسم البياني في حل 
النموذج الخطي: 
* خطوات العمل في طريقة الرسم البياني 
1- نهين الإحداثيات اللازمة للمتغيرين وليكن أحدهما المحور العمودي والآخر المحور الأفقي. 
2 نحول القيود التي تأخذ صبغة المتباينات إلى معلالات. 
3 نرسم الخط المستقيم الذي Jig‏ كل معادلة باستخدام صيغة الجزء المحور. 
4 نرسم الخط المستقيم الذي بمثل دالة الهدف على افتراض أن دالة الهدف )2( تساوي قيمة مناسبة. Jail‏ 
5- نحدد منطقة الحلول الممكنة (feasible area)‏ وهي المنطقة التى نقع فيها جميع الاختيلات اغير 
المحدودة) لقيم (xl, x2)‏ والتي تفي بمتطلبات القبود وتعطي داله الهدف قيما معينة من بينها زوج القيم 
الذي يعطي الحل الأمثل. 
> نبدأ بإزاحة خط dl‏ الهدف إلى خارج (بعيداً عن نقطة الأصل) إذا كانت المسألة تعظيم الدالة و(باتجاة 


لخامس 


نقطة الأصل) إذا كانت المسألة تقليل الدالة. وتكون آخر نقطة من منطقة الحلول ايلمكنة يغادرها خط 
دالة الهدف هی النقطة الأعظم أو النقطة الأقل كل حسب اتجاه الإإحة. وعند تلك النقطة تتحدد قيمتا 


المتغبرين اللذين يعطيا القيمة الأعظم أو الأقل للدالة. 
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gä‏ جميع عمليات الرسم البياني للنموذج الخطي في الربع الأول من الإحداثيات لوجود عدم 
السلبية ولهذا نجد دائما من جملة شروط البرنامج الخطي ال 
x, 20‏ ,3:20 
والآن دعنا نحل JELI‏ السابق بطريقة الرسم البياني: 
بلا + ,1ح 2 max.‏ 
SL.‏ 
dx, + 5x, $24‏ 


i— Sl‏ 2 ملم اله الهو ë‏ اللو SS‏ الكو ë‏ السك ë‏ اللو ëE ë‏ الل iS‏ الل له ا هكد 


3x, +x, <10 
x, 20 


x, 2 0 





نباشر الحل حسب الخطوات آعلاه کال 
الخطوة (1): نهيئ الاحداثین اللازمین كما في الشکل رقم ( 5-1). 
الخطوة (2): نحول المتباينات إلى معادلات فيصبح النموذج (IVE‏ 
max. 2 < 3 +3x,‏ 
si.‏ 
2x, +5x, = 4‏ 
3x, +x, =10‏ 


120, 0 











البرمحة الخطية 


الخطوة (3): نرسم الخط المستقيم الذي مثل كل معادلة DE‏ 


۱ ۱ 24 
المعادلة الأولى: إذا كانث: )(= x,‏ فان: سس = X,‏ 
À‏ 


وإذاكانت: 0= x,‏ فإن: 12 - 
المعادلة الثانية: إذا کانت: () = X,‏ فإن: 10 = x,‏ 


X =— فان:‎ X, =0 کانت:‎ lily 


الفصل 


۳ 3 +x, > ۱ 


dx, +5 > 4 





شکل رقم )5-1( 


الخطوة (4): نرسم الخط الذي هثل دالة الهدف بافتراض أن 2 يساوي أي Lad‏ مناسبة ولتکن الآن 


:)6( 


۱۱ 
-i 


X T 3x, 


23/ 





إذا كانت : 0= x,‏ فإن: 2= x,‏ 
lily‏ کانت: 0 = x,‏ فإن: 6= ,¥ 
والآن نرسم الخط المستقيم الذي ثل دالة الهدف كما مبين في الشكل Mel‏ 
الخطوة (5):نحدد منطقة الحلول الممكنة وهي كما في الشكل الرباعي (abcd)‏ 
الخطوة (6): نحرك خط دالة الهدف إلى الخارج ( بعيدا عن نقطة الأصل ) سعيا وراء تعظيم الدالة 
ونلاحظ أن آخر نقطة في المضلع (abcd)‏ يغادرها خط دالة الهدف خلال عملية تحريكه للخارج 
هي النقطة (d)‏ والخط هنا هو ,2ء وهذه النقطة هي التي تبلغ عندها الدالة أعظم قيمة مع 
مراعاة متطلبات القيود المفروضة عليها وبذلك فهي تعطينا الحل الأمثل للنموذج حيث عندها يكون: 
3-0 


24 
7 == 


ë A 2 Sl‏ ۆۆ لوده ë‏ الل ë‏ الكو الك ë ë E‏ چ چ الله الل له | ا كد 


3 


FA =% + 3x, 





24 n 
< 03 —=—=|44 
a ae 


ومن الحل نستنتج بأن الحل الأمثل السابق الذي اعتمد طريقة التجربة - الخطأ كان قريبا من 
الحل الأخبر ولکنه ليس أمثلاً بالمعنى الدقيق حيث كانت نتائجه: 4= x,‏ و - 3 و 14 - 2. 
إضافة إلى الأسلوب ابلطول والمل الذي تتطلبه طريقة التجربة والخطاء. 

لنأخذ مثلاً آخر ولكن قبل الشروع بذلك لنستفيد من المبرهنة الآنية: 











Lhal البرمجة‎ 


إذا كان هناك حلاً وحيداً يعظم أو بقلل دالة هدف خطية. ob‏ هذا الحل يجب أن بقع في أحد 
رؤوس المضلع الذي Jig‏ منطقة الحلول الممكنة. وإذا كان هناك أكثر من حل فان حلين على الأقل ينبغي 
أن يناظرا الرؤوس المتجاورة لمضلع الحلول المکنة. 
وعلى هذا الأماس فان dad‏ دالة الهدف المثلى يتم التفتيش عنها عند رؤوس المضلع. وهذا ما 
يوصلنا سريعا إلى الحل الأمثل لكونه بقع عند أحد هذه الرؤوس. 
أن الحلول التي تقع عند رؤوس المضلع تسمى الحلول الممكنة الأساسية أو الاقتصادية أو اختصارا 
الحلول الأساسية. ( basic solution‏ ) 
مثال(2از 
حل النموذج الخطي الآني بطريقة الرسم البياني. 
max. 2 - 1 +3x,‏ 
Jail 0‏ 
4> 1 +1 الخامس 
x, +۵ £10‏ 
3x, +x, $8‏ 
x20, x,20‏ 
بإتباع الخطوات الستة التي ذكرت سلفا نحصل على النتيجة المبينة في الشكل )5-2( 
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الشكل( 5-2( 


وبالاستفادة من امبرهنة أعلاه التي ترشدنا إلى أن الحل الأمثل بقع في إحدى الرؤوس (abcd)‏ 
وإذا ما وقع الاختيار على النقطة (4 ) Wa‏ لغرض رسم خط lo‏ الهدف فإن دالة الهدف عند هذه 


النقطة تساوي )7.5( حيث أن: 


(Z =2(0)+3(2-5)=7.5) 


وعلى هذا الأماس يتحدد خط الدالة IVS‏ 


An‏ | فب 


t 


3 
واذا كانت: 0 = x,‏ فإن: 4 y=‏ 








الرمجة الخطية 


وهكذا يكون خط دالة الهدف كمامبين في الشكل أعلاه وعند إزاحة هذا الخط 
بظهر أن نقطة الحل الأمثل هي ليست النقطة (d)‏ بل النقطة(ء ) وعندها يكون الحل الأمثل GIS‏ 
x, =2‏ 
x, =2‏ 
3(2)=10+)2(2= = ( وهو الحل الأمثل) 
ويتبين بأن النقطة ) (c‏ تعطي قيمة اكبر من الي تعطيها الرؤوس الأخرى للمضلع (abcd)‏ 
لدالة الهدف حيث أن: 


16 
(a)‏ تعطي () = 2 والنقطة b)‏ تعطي 22 وانقطة ا .21 2 بینما ۵) تعطي 
210 -. 


بلاحظ من البرنامج الخطي الذي oy‏ لتعظیم دالة الهدف أن القيود توضع على شکل متباینات 
بصبغة (أصغر أو تساوي) كمية معينة وبالعکس ف البرنامج الخطي الذي يرمي لتقلیل دالة الهدف فإن 
القيود توضع بشکل متباینات هي (أكبر أو تساوي) كمبة معينة. وتفسير ذلك هو: أن تعظیم الدالة أي 
الوصول إلى النقطة الأعظم لا بد وانه يتطلب توفر مستلزمات هي محدودة Sel‏ فهي تساوي أو تقل عن 
كمية معينة وإذا ۸ تكن محدودة ونلارة بلا كانت هناك مشكلة أمام تعظيم الدالة. وبامقابل أن تقليل 
Uh‏ الهدف يعني الضغط على دال الهدف لتصل إلى اصغر نقطة ممكنة بحيث لا تنخفض مستويات 
الإنتاج مثلا عند حدود معينة مطلوبة وبهذا فهي تساوي أو اكبر من المستوى المذكور. ولكن قد نجد في 
بعض النماذج الخطية قبودا هي (أكبر أو تساوي أو أصغر أو تساوي معاً) في دالة تعظيم أو في دالة 
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الخامس 


i 

| 

| 

| 

| مثال(3): 

max Z3=x, + ۰, 

| 
si. 

i 

2x, +x, 5 | 

Sx +2x, 215 ۱ 

x > 2 | 

x, <4 | 

۱ | 

| الجواب: 


بعد رسم النموذج بيانياً حسب الخطوات الستة يظهر الحل كما في الشكل( 5-3( حيث المنطقة 
: ل (a b‏ منطقة الحلول ابلمکنة: 





شكل رقم )3-5( 








الرمجة الخطية 


وقد أشار خط دالة الهدف ,إلى اقل نقطة في منطقة الحلول الممكنة (abc)‏ وذلك عند النقطة 


DE حيث يكون الحل‎ (a) 
1-2 
x, =2.5 
7 2 2+ 2)2.0( =7 


ولغرض المقارنة نلاحظ أن النقطة b‏ تعطي قيمة لدالة الهدف مقدارها 10 > 2 والنقطة» dad‏ 
مقدارها 9.5 = = ومن ذلك يتبين أن اقل نقطة للدالة هي( 7 ) ونفي متطلبات الفیود وهي النقطة 
امطلوبة أي النقطة (a)‏ 
مثال(4): 


max 2-3 + ۰‏ 
St.‏ 
الخاهس 
15< راد + ¥ 
2x, +x, $12‏ 
x20, 0‏ 
بعد تمثيل المسالة Lily‏ نحصل على الحل المبين في الشكل رقم )5-4( 
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— Í ڪڪ — سس‎ — — — —x_ —a — — 


| 
| 
| 


= دح = = Í -a‏ = =— = = وت = == = = ات == 








الشكل رقم ( 54 ) 


ومن الرسم نستنتج أن الحل الأمثل هو في خط دالة الهدف ,2 حيث J‏ 
x, =6‏ 
x, =0‏ 


إذن أعظم قيمة للدالة تكون عند النقطة )0 ,6( = (:۲,,1) والتي تفي بمتطلبات القيود في 


ظ الوقت نفسه. 


ظ 


تمارين ( 5-1 ) 
جد الحل الأمثل للمسائل الخطية التالية: 
max Z < +23,‏ 
SI.‏ 
5x + 2x, < 20‏ 


x +3, 9ك‎ 


© 





۸۶ < 20, + 


218 32+ رد 


4x +x, > 6 


x20, x,20 


z=% + 


x +2۲, > 0 
¥ +x, 21 
EE 


x20, x, 200 


/ = 54; 


2-10 بط ۸ 


اک ,¥+ ¥ 


120, x20 


الرمجة الخطية 


min 


SL. 


max 
SL. 


min 


Sf. 


3) 


الخافس 


4) 
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حل البرنامج الخطي بطريقة السمبكلس 
Solution of LP by Simplex Method‏ 


قلنا في الفقرة السابقة إن البحث عن الحل الأمثل يجري عند زوايا مضلع الحلول الممكنة وإذا ما 
كان لدینا Lhe beige‏ يحتوي على عدد pS‏ من المتباينات فسيكون هناك مضلع يحتوي على عدد pS‏ 
من الزوايا مما يجعل استخدام طريقة الرسم البياني هي الأخرى طريقة مطولة ومعلة. فعلى سبيل JULI‏ 


إذا كان عدد المتباينات )8( في برنامج خطي, وكل متباينة تحتوي على متغيرين فإن عدد الزوايا يكون 





حسب الصغة AYI‏ 


(4-5) 2 


ri(n-r) 





حيث إن (C)‏ تمثل sas‏ الزوايا و ous (n)‏ المتباينات و ous (r)‏ المتغيرات وعلاقة التعجب (!) هي 


۳ مضروب وتقرأ مضروب (factorial n)‏ فإذا كانت 8= n‏ فإن: عدد الزوايا في الفرضية أعلاه يكون: 


۱ 8 1 §x7x6x 5x4 x3x 2x | E 
2۱)8-2( 2xlxóx5x4x3x2xl 

وهكذا نبدو مدى صعوبة وتعقيد حل مشكلة كهذه عن طريق الرسم وعليه فقد لجأ العنیون 
بالبرمجة الرياضية إلى تطوير آسالیب أخرى لتسهيل حل البرامج الخطية منها طريقة السمبلكس (simplex)‏ 
والتي ترکز على أسلوب المرور بالزوايا الأكثر قرباً من زاوية الحل الأمثل باتجاه الحل الأمشل نفسه وبحسابات 
رياضية معينة وليس بالرسم البياني. 

وتقوم طريقة السمبلكس عن استخراج الحل Kall‏ بأسلوب التكرار لتحسين هذا الحل ليقترب 
من الحل الأمثل. ويعتمد أسلوب التكرار هذا على المصفوفة الجبرية وبشكل خاص استخدام معكوس 
المصفوفة في حل المعادلات الخطية الآنية (راجع الفقرتين 9-3 10-3 ). 

وتتخلص الخطوات التي تتبع في حل البرنامج الخطي بطريقة السمبلكس بالآني: 





الرمجة الخطية 


والتي سنشرحها تفصيلياً من خلال الأمثلة التوضيحية: 
1- تحویل اللتباينات إلى معاذلات Blab‏ (متغرات إضافة) تدعى (dack variables)‏ © 
فإذا كانت المتباينة من النوع (أكبر أو يساوي < ) قفي هذه الحالة نطرح متغير Gal‏ من 
الطرف الأیسر منهاء وإذا كانت من النوع ( أصغر أو يساوي > ) نضيف متغير إضافي إلى الطرف الأيسر. 
أما دالة الهدف فبالرغم من إضافة المتغيرات الإضافية إليها إلا أنها لا تتغير وذلك لان القيمة التي تعطى 
لهذه المتغيرات عند إضافتها لدالة الهدف تساوي صفراً. وعليه فان هذه المتغيرات تحذف من دالة الهدف. 
2- ترتيب البيانات الواردة في النموذج في جدول خاص يدعى جدول السمبلكس لنأخذ Wis‏ قبل 


شرح كيفية ترتیب البيانات في الجدول: 


maxZ=¢,4,+¢,4,+...+¢,4, 
aX, +4),X,+....+4,X, <b, 


dX apd, +.....+a, <b, 
الخاس‎ 


1 + yA; L oe < 17 


ml | 
A20 j=, 
بشرط:‎ JIE الإضافية يصبح النموذج‎ Ol sch! وبعد إضافة‎ 
maxZ =CA, tC, + +A FOS FO, البو لس‎ 


aX tA: +.......ta,4, +% =h 


وجدنا أن المعنى المناسب لكلمة (dack)‏ هو إضافية Car‏ تحمل إلينا قوامیس المصطلحات الفنية معان كثيرة قد لا تكون مناسبة 
مثل مهملة أو رخوة أو ضعيفة وغيرها..الخ, 
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dX, +ayX,+.....+@,X, +58, =b, 
aA +0 وی‎ + .......+ 0 A, + ..+ Sa =b, 


4,20  j=1,2,....n 
9,20  j=n+l,....,n+m 
C,=0  j=n+l,... n+m 


والآن دعنا نلقي نظرة على ترتيب البيانات في الجدول )5-1( الذي يأخذ الصورة التالية: 


جدول السمبلكس )5-1( 
dad‏ المتغيرات التي 0 ربع - 
يحتويها الح = 




















البرمجة الخطية 
حيث أن: 
dad - 6‏ المتغيرات التي يحتويها الحل. 
Basis‏ > المتغبرات التي يحتويها الحل. 
CB,‏ = ربح الوحدة الواحدة. 
وقد يكون من الأفضل قبل الانتقال إلى الخطوة الثالثة أن نضرب مثالاً بسبطاً للجدول أعلاه. خذ 
ابمثال I‏ 
max Z 22 + 3x,‏ 
553+ .50 )1( 
6x +4x, <16‏ )2( 
x20, x, 20‏ 
ونبدأ العمل بتحويل المتباينات إلى معادلات GUS‏ ويعتبر معامل كل مجهول لا بظهر في Jal alali‏ 
يساوي Jo‏ انخاس 
X, +x, +5, +(0)s, =8‏ 
6x, +4x, + (0)s, +5, = 16‏ 


كما ندخل على دالة الهدف sps,‏ ولكن عامل قيمته bio‏ وبهذا لا تتغير الدالة بل تبقى على 
Ale‏ أي pa‏ بالصورة AN‏ 


Z=2x, + 3x, +(0)s, +(0)s, 
= 2 + 3x, +(0)+(0) 


- 2 +3x, 
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وبذلك يبدو واضحاً عدم الحاجة لإجراء هذه العملية ولكن ينبغي أن يبقى في الذهن أن 
Chyl =0, C4 =0‏ وف مثالنا أعلاه فان كل من: 


C3 =() Cy =0 


| 5 | 0) ١ 
An = : والآن لدينا مصفوفتان هما:‎ 


01 4 6 
ونقوم بإدخالهما في الجدول مع بقية البيانات كما مبين في الجدول رقم )5-2( الآني: 
جدول السمبلكس رقم )5-2( 





ونظهر في الجدول الموجهات الآنية Lal‏ 


-i‏ الصف [0 0 3 2] = ,» ويحتوي على قيمة معاملات المتغيرات في دالة الهدف. 


0 


وقد سميناها المتغيرات الأساسية وحيث أن الحل يبدأ من الصفر أي عندما يكون 0= ,3 و 
x, =0‏ فإن: SS,‏ یکونان في (basis)‏ وحيث أن معاملي S‏ ,ك في دالة الهدف )0,0( 
على التوالي WY‏ نظهر في (CBI)‏ كعمود عناصره أصفار. 





الرمجة الخطية 


ج- عمود المتغبرات الأساسبة (dass)‏ يشير إلى المتغيرات الموجودة في عمود التغرات الأساسية الجارية وحيث 


أن الحل يبدأ من الصفر كما ذكرنا لذلك نرى أن ( رك,,5) في (basis‏ 


۱ . 
| ويحتوي على قيم المتغيرات الأماسية وهنا وكبداية ظهرت قيم 


fi -۵ 


. x, =0,x, =0 بافتراض‎ ۵ = 8,3, = 6 


لاحظ الخطوة رقم )3( التالية. 
-o‏ الصف: [0) 0 3 2[= وس ويحتوي على dad‏ معاملات المتغيرات في دالة 


الهدف (2). 


۳ 
و- عمود الندقیق = | 27 | وهو agas‏ لا علاقة له بالعل ولکنه مفید في يوضع لأجل الوقوف 


3| 
الخافس 
على صحة الحسابات الني تجري في الجدول والأعداد التي نظهر فيه ما هي إلا حاصل جمع 
البيانات في كل صف » من الجدول أعلاه وتظهر هذه الحسابات كما يلي: 
الصف الأول 8+1+5+1+0=15 
الصف الثاني 16+6+4+0+1=27 
الصف الثالث 0+2+3+0+025 
والآن بعد أن اتضحت طريقة ترتيب وإدخال البيانات في جدول السمبلكس نتابع شرح واستعراض 
خطوات الحل منتقل إلى الخطوة التالية. 
3- تحديد الحل الممكن من جدول السمبلكس ونبدأ بالحل الابتدائي الذي يفترض أن 


0 يلا , 0 = ,× وان 8 = ,5 في المعادلة(1) 16 = ,5 في المعادلة (2) ومن 
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ذلك ينتج أن 0= 2 وهذا الحل يفي بمتطلبات القيود ومتطلبات عدم السلبية معا ويقع عند رأس 
منطقة الحلول الممكنة الذي يقع بدورة عند نقطة الأصل في الإحداثيات. ومن الطبيعي أن هذا 
الحل ليس هو الحل الأمثل Lily‏ هو المنطق نحو الحل الأمثل الذي نفتش عنه في الخطوة التالية: 

4 التدقيق معرفة lad‏ إذا تم التوصل إلى الحل الأمثل من عدمه وهذا يتم من خلال ملاحظتنا 
الصف الأخير من جدول السمبلکس الابتدائي )4-5( حيث يوجد الصف GZ,‏ الذي dis‏ صافي 
الكلفة أو Glo‏ ( الربح ) من جراء إضافة وحدة واحدة من احد المتغيرات وذلك كما ياي: 

أ- في حالة تعظيم الدالة فان ظهور عدد موجب واحد على الأقل في الصف GZ,‏ يشير إلى 
أن ( الربح ) كن أن يتحسن »أما غياب الإعداد الموجبة كلية من الصف CZ,‏ فيشير إلى 
عدم إمكانية تحسين ( الربح ) وهذا يعني التوصل للحل الأمثل. 
بد أما في حالة إقلال الدالة فان ظهور عدد سالب واحد على BV‏ في الصف CZ,‏ 
إلى أن ( التكاليف ) يمكن أن تنخفض » Lal‏ غياب الأعداد السالبة كلية من السطر ,2 
فيشير إلى عدم إمكانية تخفيض ( التكاليف ) وهذا يعني التوصل للحل الأمثل. 
JELI dy‏ أعلاه بلاحظ وجود أعداد موجبة في الصف 6-2 مما يشير إلى أن الحل عند هذه 
الخطوة ليس بالحل الأمثل. 

5- دخول ومغادرة المتغيرات: مادام البحث عن الحل الأمثل يجري عن طريق تحسين 
الحل الممكن الجاري فإن متغيرا آخر أكثر مساهمة في ربح الوحدة الواحدة 
أو (الأقل كلفة ) يمكن أن يدخل في عمود ( المتغيرات الأساسية ) المبينة في الجدول 
ويغادر احد المتغيرات الموجود في العمود المذكور الأقل ربحية أو (الأكثر كلفة ) 
من المتغير الداخل وبهذا يحل التغير الداخل محل الخارج). إن تحديد المتغير 











الرمجة الخطية 


الداخل واضح من دالة الهدف فالمتغير الأكثر مساهمة في الربحية للوحدة الواحدة في مثالنا أعلاه 
هو x,‏ لأنه يساهم بمقدار (3) في حين يساهم × ب )2( فقط في خلق الریح lal‏ المتغير الخارج فيتحدد 
عن طريق قسمة قيمة كل من المتغبرات الموجود في عمود ( المتغيرات الأساسبة ) على ها يقابلها من 


عناصر العمود الذي سيدخل. وق المثال أعلاه نتم العمليات SWE‏ 


hy ۳۳ الصف:‎ 
J 


الصف: 4= 7 = 
4 

ویظهر أن المتغير S,‏ هو الذي بغادر لکونه الأقل نسبة من S,‏ 
6- إعادة احتساب الجدول: وبعد إن يتقرر إدخال X,‏ وخروج S,‏ تجري العملبات آلاثبة لإعادة 
احتساب مكونات الحدول. Jail‏ 
-l‏ قسمة جميع عناصر الصف المغادر (S)‏ على العنصر الذي يقع عند تقاطع الصف ,5 الخاس 

والعمود الداخل X,‏ وهو ره وقد حوط بدائرة كما مبين في الجدول )5-2( ويسمى هذا 

العنصر با محور ) (pivot‏ لكونه أصبح Igoe‏ تستند عليه جميع الحسابات التي ستجري في 

الجدول dy‏ هذه المرحلة لايد من جعل قيمته تساوي (1) أي بقسمة polis‏ الصف (S,)‏ 

على (a,=5)‏ فنحصل علی: 

X, 5: : | g )( 3 الصف الداخل:‎ 
55 5 

ب- إعادة احتساب الصفوف الأخرى بطريقة مشابهة لطريقة استخراج معكوس المصفوفة أي 


احتساب كل pate‏ من عناصر الصفوف الأخرى وفق الأسلوب ال 
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(عنصر الصف الجديد) = pais)‏ الصف السابق) - (عنصر الصف السابق في العمود الداخل ) 
[العنصر المقابل في الصف الداخل) 

إن الهدف من هذه العمليات هو جعل قبمة العناصر فوق وأسفل العنصر (المحور) تساوي صفرا 
حسبما تتطلبه طريقة احتساب معكوس المصفوفة. 

وف المثال أعلاه تتطلب هذه العملية إعادة احتساب الصف S,‏ والصف CZ,‏ وفق ما تقتضيه 
العمليات المذكور وكما ib‏ 

كيف نجعل العدد )4( في الصف S,‏ يساوي صفرا ؟ وهنا لابد من العودة إلى القاعدة (ب) أعلاه 
فنحصل على: 

يكون عنصر الصف الجديد في ,5 أسفل ا محور صفرا إذا ضربنا ا محور بالعدد (4) وطرحنا الناتج 
من العنصر السابق في الصف ر وهو )4( أي أن: () = (4()1)-4 ونقوم بمعالجة polis‏ الصف S‏ 


الأخرى نفس ابلعاملة أي أن هذه العناصر تستخرج كما GL‏ 





ار 
(4X7) = ;‏ -)16( 
2% 1 © 
O- =T‏ 
4 | 
5-7 4۳3( - )0( 


1= )4)(0(-)1( 
4)(3)=15(-)27( 
ونقوم بإدخال هذه البيانات في الجدول كقيم جديدة للصف S,‏ ثم نقوم باحتساب الصف C2,‏ 
بنفس القاعدة (ب) ونقول: 
كيف نجعل العدد(ة) في الصف G-Z‏ يساوي liio‏ 


چ = Á=‏ لل ë‏ ع لل للد لل الل لله | لل الله لم الود الم لل املد املد الم لس عد 








البرمجة الخطيه 
يكون عنصر الصف ,= - ,6 أسفل المحور يساوي صفرا أذا ضربنا المحور بالعدد )3( وطرحنا 
الناتج من العنصر السابق في الصف ,= - ,© أي أن: 
3-0-0 
وبمعالجة polis‏ الصف الأخرى بنفس الأملوب نحصل على: 


24 وی ر 
< (-)(3) - (0 
o) ;‏ )0( 


الخامس 





الآن نعود للخطوة (4) وندقق هل تم التوصل إلى الحل الأمثل أم نحن في 
الطريق إليه والجواب LL‏ من خلال استعراض polis‏ الصف ,6-2 وهل لازالت هناك 


1 
polis‏ موجبه فيه (من غير الصفر). نعم العدد ۳ فهو عدد موجب على الأقل من بين 
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چ = لوه ë‏ لله ë‏ سد ë‏ لل ë Á‏ للد الل لله | للم الل لله اللو الم الملل الل E‏ لل لس عد 


الأعداد الموجودة في الصف ذات الإشارة السالبة. إذن لابد من مواصلة الحل والاستعانة بالخطوة (5) 
ومنها نستنتج بأن: 

المتغير المرشح للدخول هو x,‏ لکونه TL‏ بعد x,‏ الذي سبق وأن دخل من حيث المساهمة في 
(الریح ) كما أنه في الجدول الحالي بقع في رأس العمود الذي بقع فيه العنصر Legh!‏ الوحيد الذي ذكرناه 


1 
وهو — لذلك فهو المرشح الوحيد للدخول وعليه فإن العمود الداخل هو أما المتغير الخارج فيمكن 


التعرف عليه من خلال قسمة عمود القيمة على عناصر العمود الذي سيدخل كل حسبما يقابله أي أن: 


$ 
لدف AANE‏ 
1 5 1 
5 
48 
4 5 48 5 
دح )سک د رل 
3 26 5 2 ` 
5 


إذن الصف و هو الذي سیغادر لكونه الأقل نسبة « وان x,‏ سيمكث. 
والآن نعيد احتساب الجدول: 


حيث انه الصف المغادر s,‏ والعمود الداخل × بتقاطعا عند العنصر aS‏ يكون هذا 
العنصر هو المحور وعليه تقوم بتحويله غالى )1( صحيح وذلك بضربه s‏ 8 كما نضرب بقية polis‏ 


3 
ات‎ EF 
IG) ss, الصف‎ 


كما نقوم بتحويل العنصرين أعلى وأسفل المحور إلى (صفراً ) ومعاملة polis‏ الصف الذي ينتمي 
له كل واحد من هذين العنصرين بنفس الإجراءات التي يخضع لها هذا العنصر. 








dhall البرمجة‎ 


وعلى هذا الأساس تحصل على جدول المرحلة الثانية ADVI‏ 
۳ 1 أ 
63 6 
26 26 13 


24 15 

6 26 

7 | W 
3 ; 26 


Mg‏ بلاحظ أن جميع الأعداد الموجة في الصف CZ,‏ فد اختفت اي عدم وحوذ عدذ موجب ( ما 
عدا الأصفار ( مما يشير إلى التوصل لاحل الأمثل وهو: 





9% 16 24 
د شرس 2 ور ۱2 
3 13 13 
والآن ودعنا نعيد تجمیع أجزاء الحل فى جدول واحد لحاجتنا إلى ذلك في تشیت بعض املاحظات 
duuh‏ وتلخص خطوات الحل: Jail‏ 
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ملاحظات dago‏ بشان خطوات الحل (م خ (g‏ 


-1 





تضاف المتغيرات الإضافية ( (slack Variables‏ إلى القيود التباينة من أجل تحويلها إلى قبود 
متعادلة فإذا كان القيد يحمل علامة أكبر ويساوي (<) يطرح منه المتغير الإضافي وإذا كان 
يحمل علامة أصغر أو يساوي (S)‏ يضاف al]‏ المتغير الإضافي وعلاوة على ذلك تضاف متغيرات 


إضافية مقابلة إلى Hy‏ اليدف تحمل معاملات تساوي صفراً 


- تمثل polis‏ جدول السمبلكس سواء مصفوفة النموذج أو المصفوفة المحايدة معدل الاستبدال 


الحدي بين المتغيرات الموجودة في الحل والمتغيرات الموجودة على رأس أعمدة الجدول. فعلى 


۱ ۱ أ 
سبيل JEM‏ إذا نظرنا إلى الدورة الأولى من الجدول نجد أن s,‏ يتناقص بمقدار 5 إذا اضفنا 


۱ 4 ۱ 
وحدة واحدة من x,‏ ویتزاید دک مقدار ۳ إذا أضيفت وحدة واحدة من ,۵ وهکذا مع 


ملاحظة أن معدل الاستبدال الحدي للمتغير مع نفسه يساوي (1 ) كما أن معدل الاستبدال 


الحدي للمتغير مع متغير لا يستبدل به يساوي صفراً 


- إن مصفوفة النموذج في الجدول الابتدائي تصبح في الدورة الأخيرة للحل مصفوفة محايدة وتصبح 


المصفوفة المحايدة في الجدول الابتدائي معكوس مصفوفة النموذج الابتدائية في الدورة الأخيرة 
للحل, 

تحتوي الدورة النهائية للحل على (Cy - 7 ,( dad‏ والتي تساوي صفرا أو قيمة سالبة في حالة 
تعظيم الدالة أو صفرا أو قيمة موجبة في حالة إقلال الدالة وهي قيمة 2 المبحوث عنها ويمكن 


التخلص من الإشارة السالبة بجعل النتيجة (, .) - ,2 ) في حالة تعظيم الدالة. 





“4 


— 


اإرمجة الخطية 


5- يتحدد المتغير الداخل من خلال دالة الهدف فأعلى مساهم فى الربحية للوحدة الواحدة في حالة 
تعظيم الدالة بدخل إلى عمود (المتغيرات الأماسية) واصغر مساهم في التكاليف للوحدة 
الواحدة في حالة تقليل الدالة هو الذي يداخل إلى عمود (المتغيرات الأساسية). 
يتحدد المتغير المغادر من خلال قسمة polis‏ عمود القيمة على العناصر اللقابلة في العمود 
الداخل فالنسة الأصغر تؤشر المتغير امغادر. 
يكون العنصر الذي gis‏ عند تقاطع عمود المتغير الداخل مع صف المتغير المغادر هو المحور 
(pivot)‏ 
- تحول dad‏ المحور إلى ( 1 ) صحيح بالضرب أو القسمة على عدد معين آما بقية polis‏ الصف 
الذي بقع فيه المحور فتضرب أو تقسم على نفس العدد ابلذکور. 
- تجري نفس عمليات استخراج معكوس المصفوفة على صفوف مصفوفة الجدول أي تحول 
العناصر الموجودة في عمود المتغير الداخل فوق وتحث المحور إلى أصفار وذلك بضرب أو قسمة 
المحور ( بعد أن أصبح (1 ) صحيح ) على عدد معين مناسب وطرح ذلك من العنصر المراد الفصل 
جعل قيمته صفراً. وتجري نفس العمليات المذكورة على العناصر الأخرى لصف المحور Bally‏ الخامس 
الذي أصبحت قيمة fio‏ 
- بعد إكمال أي دورة من دورات الحل نتفحص فيما إذا بلغنا الحل الأمثل al‏ مازلنا نعتاج 
لدورات أخرى وذلك من خلال تدقيق polis‏ السطر (, 2 - ,) ) وكما يلي: 

أ في حالة تعظیم الدالة ندقق polis‏ الصف (, 2 - lasl (C,‏ قيمة2 في عمود القيم 

(؟) فإذا كان هناك عنصر موجب واحد على الأقل نواصل الحل وف خلاف WS‏ نكون قد 


توصلنا للحل الأمثل. 
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ب- في حالة تقليل الدالة نتفحص polis‏ الصف ( ;2 C,-‏ ) ماعدا قيمة 7 من عمود 


القيم (V)‏ فإذا كان هناك عنصر سالب واحد على الأقل نواصل الحل وق خلاف ذلك نکون 





قد توصلنا للحل الأمثل. 
وبعد هذا التلخيص لخطوات الحل دعنا نأخذ Vite‏ إيضاحياً لبرنامج يحتوي هذه المرة على أكثر 
من متغيرين: 
مثال(2: 
جد الحل الأمثل للنموذج BUI‏ 
max. 2 = 33 +33 +‏ 
St‏ 
2x, + 3x, + 6x, 0‏ 
3x, + 4x, +x, £40‏ 
3x, +5x, +2x, <20‏ 
x20, 420, 0‏ 


نحول المتباينات إلى معادلات وندخل النموذج في الجدول الابتدائي وكما “Gh‏ 





الرمجة الخطية 


ويبدو Lil‏ بدأنا العمليات بحل ممكن وهو 0 = راد = را = راد وبذلك تكون المتغيرات 
الإضافية في عمود المتغيرات الأساسية ( 8 : 220 S$,‏ , 40= ,5 , 30- ,۵ وتكون قيمة 0 Z=‏ 


ثم نعين المتغير الداخل وهو لان مساهمته في تعظيم الدالة = 5 في حين تبلغ مساهمة كل من: 


50 
3= ,د , x,‏ أما التغبر الخارج فيتحدد بقسمة polis‏ عمود القيمة = | 40 | على العناصر المقابلة 
)20 
50 
3 3 
في agas‏ المتغير الداخل = ]4 | فنحصل على العمود | 10 | ويظهر أن النسبة الأصغر هي (4 ) وبذلك 
5 4 


ان ,5 هو المتغبر الذي يغادر. ومن النتائج أعلاه يتحدد ابلحور بتقاطع agas‏ المتغير الداخل وسطر المتغير 


poled‏ وذلك عند العنصر ( 5 ) المؤشر حوله بدائرة. الفصل 
وبعد تحديد المحور نقوم بالعمليات المذكورة في الفقرتين ( 8 ,9 ) من خطوات العمل الأ الخاس 


~ نجعل قبمة المحور تساوي )1( Wig‏ بقسمته على )5( وبنفس الوقت نقسم بقية polis‏ 
الصف على )5( أيضا فينتج الصف GMI‏ 


0 0 


3] 
R 


سے 
ia | ro‏ 
حسم | tna‏ 


لبا- نجعل قيمة كل pais‏ أسفل وأعلى المحور صفرأ وكما يلي: 
الصف الأول: نضرب الحور الذي أصبحث dia‏ )1( في )3( ونطرح النتيجة من العنصر (3) الموجود في 
الصف الأول. ونقوم بنفس العملية بالنسبة لعناصر الصف الأول الآخر. 
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الصف الثاني: نضرب ابلحور الذي أصبحت قيمته (1) في (4) ونطرح النتيجة من العنصر )4( 
الموجود في الصف الثاني. ونقوم بنفس العملية بالنسبة لعناصر الصف الثاني الأخرى. 

الصف الرابع: نضرب امحور الذي أصبحت قيمته )1( في (5) ونطرح النتيجة من العنصر )5( 
الموجود في الصف الرابع. ونقوم بنفس العملية بالنسبة لعناصر الصف الرابع الأخرى. 


وبذلك نحصل على الجدول الآني ثل الدورة الأولى من العل: 





ونعود للفقرة (10) من (م خ ح) ونتساءل هل توصلنا للحل الأمثل - ويكون الجواب كلا. لان 
الفقرة (10/ أ) تشير إلى وجود عنصر موجب (ماعدا الصفر) في الصف (CZ)‏ وهو العدد )1( في العمود 
Oo),‏ لابد من الاستمرار بالعمل: 

وحيث أن ,×× مرشحين للدخول لأنهما يساهمان بالتساوي في تعظيم الدالة ولكن x,‏ هو الذي 
سيدخل لان العنصر الموجب بقع في العمود الذي بقع في العمود الذي بقع على رأسه به بينما بقع × 
على رأس العمود الذي تبلغ dad‏ هذا العنصر )5( ولهذا فهو غير معني سألة العنصر الداخل. Lal‏ المتغير 


4 , 
المغادر فيتحدد حسب الفقرة )6( وهو ,5 لان نسبته المطلقة هي الأقل وبذلك يكون المحور re.‏ ونبدأ 


بتكوين جدول الدورة الثانية حسب الفقرتين )89( من خطوات الحل (م خ ح) وکا 





dE 





الرمجة الخطية 





والآن نعود للتدقيق عه إذا توصلنا للحل الأمثل أم لا. ومن ملاحظة الصف 


( ماعدا الأصفار) إذن توصلنا للحل الأمثل وهو: 
الخافم 
١ 0 95 9‏ 


,سد ول , == ول ,لا < د 
B‏ ? 1 


ص | حك 


بعد أن أصبحت خطوات الحل واضحة jlo‏ بالإمكان حل أي برنامج خطي يوجد له حل مباشرة في 
جدول موحد ولكن لازالت أمامنا عقبة لابد من تذليلها وتتلخص في LAS‏ معالجة البرنامج من النوع 
الذي يحتوي على فيود تحمل إشارة اكبر أو يساوي صفر ( <). فكما ذكرنا سابقاً أن تحويل القيد من هذا 
النوع من المتباينة إلى المعادلة يتطلب طرح متغير إضافي من الجانب الأيسر فإذا كان لدينا القيد ال 
dx, +4x, +x, 215‏ 
فإن تحويله إلى معادلة بتطلب طرح متغير إضافي مثل S,‏ منه ليكون بالصورة الآنية: 


2x, + 4x, + 2-4-5 
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إذن حدثت لدينا مشكلة بوجود (S)‏ والتي م تكن موجودة عندما كنا نضيف متغيرات إضافية 
إلى الجانب padl‏ من المتباينة التي من النوع (S)‏ كي تحول إلى معادلة. 

ولتوضيح هذه المشكلة وكيفية معالجتها نأخذ مثلاً إيضاحيا مرافقاً للشروحات وخطوات العمل 
التالية: 

أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي ال 


minZ = 21 + 


s.l. 


3x, +x, 3 


ë A 2 Sl‏ — اله الهو اللو له ë E‏ الك TS‏ لل لله لل الله الس له | ا عد 


4x, +3, 6‏ 
1+2 
200 
لغرض تحويل المتباينات إلى معادلات نطرح متغيرات مضافة من الجانب الأيسر. ليصبح النموذج 
aS‏ 





3x, +x,-5, - 3 
4x +3x,-5, =6 
x, +2x, - و‎ - 2 


120 210 


s <0,5, <0 ,, 0 











الرمجة الخطية 


والآن إذا بدأنا في البحث عن حل أسامي ابتداني سنجد أمامنا الحل التالي: 
وهو: 0= x, =x,‏ ,2- - وى, 2-6 رى,3- - رى وهو من الحلول غير الممكنة ولكنه 
لا يفي بمتطلبات () 2 و5 رک 5. 
ولهذا لابد من التفتیش عن وسبلة تخرجنا من هذا المأزق. 
لقد نصح المعنيون بالبرمجة الرياضية استخدام الوسيلة الآنبة معالجة هذه القضية وذلك بابتداع 
متغيرات أخرى وإضافتها إلى البرنامج وقد سموها بالمتغيرات المصطنعة (artificial variables)‏ ودعنا jap‏ 
لها بالحرف (ه) وبهذا يمكن إعادة صياغة قيود النموذج با ياي. 
3x, +x, - 5 +a, - 3‏ 
4y + 3 - 8, +a, - 6‏ 
2 - ,4 + .ی - رز + x‏ 
وبذلك يكون الحل الممكن الأمامي الذي نبدأ به هو 0= =X)‏ × 
الفصل 
و 0 = وت < ,5= ,2,5 = ,6,4 - a, =3,a,‏ ۳ 
ومن الواضع أن مهمتنا ليست استخراج قيم المتغيرات المصطنعة بل حل النموذج ولا يهم إذا ما 
ظهرت بعض من ا متغرات المصطنعة في بعض الحلول اللمكنة ونحن في طريقنا للحل الأمشل بشرط لا 
تكون قيمتها صفراً 
في الحل النهاي: 
والآن: ندخل إلى البرنامج دالة هدف مصطنعة إضافية تحتوي على المتغيرات المصطنعة فقط 
وحسب الصيغة ASV‏ 


G= M(a, +a, +a,) 
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ونعطي M‏ قيمة عالية جداً لا تضاهيها dad‏ أي عدد يتوقع ظهوره خلال عمليات الحل. ولابد من ثثبيت 
املاحظات الآنية بشأن العلاقة بين المتغيرات المصطنعة والبرنامج الأصلي: 
- إذا كان هناك حل للبرنامج الأصلي فإننا نجده عند إنجاز حل البرنامج المعدل وسنجد أيضاً عدم 
وجود متغبرات مصطنعة موجبة في الحل النهان. 
2- إذا احتوى الحل Lil‏ للبرنامج معدل على متغيرات مصطنعة موجبة فهذا يعني احتواء 
البرنامج الأصلي على قبود غير متجانسة ولهذا لا يوجد له حل. 
3- إذا كان هدف الدالة التعظيم فان المتغيرات المصطنعة التي ستدخل تأخذ معاملات سالبة أي -) 
M)‏ وإذا كانت التقليل تكون ابلعاملات (+M)‏ مع ملاحظة pus‏ الحاجة لإدخال (-M)‏ 3 حالات 


چ 2 ë A‏ لم الهو الود الله اله الود كلك الو ë‏ للم لله لع ال املس لله | ا عد 


معينة إذا كان الجانب الأيمن (جانب قيم) للقيد يحمل إشارة سالبة فمثلاً إذا كان القيد الأول 
يساوي )3( Lad‏ يكون 123 ويكون ضمن المتغيرات الأساسية التي نبدأ بها. 


4- عندما يصبح أي من المتغيرات المصطنعة غير أسامي ( أي صفراً) 
نستطيع حذفه من العمليات الملاحقة ولكن ينبغي الانتباه بعد حذفه إذا كان متا أساسياً ذو 





قيمة تساوي صفراً وإلا سنواجه Ladd‏ في عدد المتغيرات الأماسية المطلوبة. 


والآن نعود إلى مثالنا أعلاه وندخل المعلومات في الجدول ونجري العمليات اللازمة لنحصل على 


الحل الأمثل وكما باي: 
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نو 


E 
1 





= 
= 


وهنا انتهى الصف , 0- ,) وأصبحت جميع عناصرة أصفارا كما أن الصف C, -Z‏ 


أصحت ô polis od‏ أعدادا شوجية. 
إذن توصلنا للحل الأمثل هو: 


3 6 ۱ 
Xi TPM = زکرم‎ =e =(),5, =(), 5, =] z= 


ملاحظات هامة 
هناك بعض الملاحظات الأساسية على جدول السمبلكس أعلاه والتي تفيد في إيضاح وتفسير 
خطوات الحل وهي: 

1- یحتوي الصف *» على معاملات دالة الهدف المصطنعة الموجودة في دالة الهدف الأصلية. وحيث 
Y‏ وجود لهذه المعاملات في الدالة الأصلية فان جميع قيم *» تساوي صفراً. 

2- أما العمود :08 فيحتوي على معاملات المتغيرات المصطنعة في دالة الهدف وهي كما ذكرنا 
تساوي (M)‏ وحيث أن الخطوات الأولى من الحل تهدف الوصول إلى حل ممكن أساسي من 
الحلول الممكنة الأماسية تمهيداً مواصلة الحل حتى بلوغ الحل الأشل, أي باستبعاد المتغيرات 
المصطنعة من جدول السميلئس تباعاً لذلك لا حاجة لإرباك الجدول بعمليات و أعداد تحتوي 
على (M)‏ وبالمستطاع تعويض (M)‏ بعدد صغير ومناسب کالعدد (I)‏ کي يساعد على أجراء 
العمليات الحسابية داخل الجدول مع الإبقاء في الذهن أن معاملات المتغيرات المصطنعة هي 


Sl‏ خم 2222 املد ملو الهو اللو لد لهو الك اللو ë ë‏ لله لش الله الل له | ا د 





عدد كبير جداً لا يضاهيه عدد يتوقع ظهوره خلال الحل. وحيث أن جميع المعاملات اللمذكورة 
تساوي (M)‏ لهذا نلاحظ ظهور هذه المعاملات في العمود 08 بصبغة العدد (1) بدلاً من (M)‏ 














لبرمجه الخطية 
li -3‏ الصف GG‏ فيحتوي على dad‏ دالة الهدف بإشارة سالبة وهي: 


-60-21)3(+1)6(+1)2( - || 


ما بقية polis‏ الصف فهى المجموع العمودي للمعاملات المقابلة للمتغرات المصطنعة الموجودة 
في عمود المتغيرات الأساسية باشارة سالبة فعلى سبيل المثال نلاحظ ف العمود الأول 
)8-=)| +3+4)-) وهكذا. 
4 أما Lb‏ مكونات الجدول فقد مر شرحها سایق 
والآن فقد أصبحث خطوات العمل في الحالة الجديدة كافية لتناول مثالاً أخر وقبل الشروع بذلك 
دعنا نتفحص JULI‏ أعلاه بطريقة أخرى وهي طريقة الرسم البياني والذي يوصلنا إلى الحل الأمشل نفسه. 


واطميين في الشكل رقم (5-5): 





شکل رقم )5-5( 


209 


| 

۱ 

| 

| 

| لنأخذ هذا المثال: 

minZ =x, +X, | 
st. 3x, + 17 ۱ 

2x, +3x, 24 í 

4x +2x,25 | 

ار 420 

| الجواب: 

| عند استعراض ALY‏ أعلاه نلاحظ أن القيد الثاني واثالث يحمل علامة اكبر أو يساوي )2( lis‏ 


يحمل القيد الأول علامة اصغر أو يساوي (S)‏ إذن لابد من معالجة القيدين الثاني Cty‏ بطريقة إضافة 






ف متغبرات مصطنعة علاوة على المتغيرات الإضافية Wy‏ 
+X, +5, =7‏ ,33 
dx,+3x,- 5+ a =A‏ 


4x +2x,- بوک‎ a, =5 


كما نستحدث دالة Gus‏ مصطنعة بالصيغة الآتبة: 4 + |4 G=‏ وندخل البيانات في جدول 


السمبلكس ونباشر الحل فنحصل على: 











27] 





5 
1, 


البرمجة الخطية 





إذن الحل الأمثل هو: 
3 2 3 7 
ې rar ae‏ 


ويلاحظ هنا أنا آسقطنا من حسابات الجدول الصف ,6 WC"‏ جميع عناصره أصبحت 
أصفارا الأمثلية وبذلك تحول الجدول إلى الجدول سمبلكس اعتيادي وما علينا إلا الاستمرار في 
الحل وذلك بتدقيق الأمثلية من خلال الصف ولكن من حسن الصدف إن جميع polis‏ الصف 


أصبحت قيم موجبة وهذا ينبؤنا بالتوصل إلى الحل الأممْل لان GLE‏ الإعداد السالبة من السطر 


في حالة تقليل الدالة يعني بلوغ الحل alll‏ الذي نبحث عنه. 


لنتناول مثالاً آخر: 
مثال(5ا:جد حل البرنامج BN‏ 
minZ = 12x, + 103 +5x,‏ 
Si. +2 +x, 2‏ 
3x, +x, + 5‏ 
,x,20,x, 20‏ 20 ¥ 


نستحدث dlld‏ هدف أخرى وهی: 
G=a,ta,‏ 


ونضيف إلى القيود متغيرات إضافية ومتغيرات مصطنعة لتکون كالآني: 


1+ 237 +X; -5, +4, =2 


3x, +X, +x, =8, ta, - 5 
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3 


Ul وتدخل‎ 


مج بصيغته | 


4 


لأخيرة 


في جدول السمبلکس ونباشر 


الحل: 


البرمجة الخطية 


إذن الحل الأمثل: 


3 
Xi >, = 0, x, = 
2 2 2 
ملاحظة:‎ 

نستطيع في حالات معينة استخدام جدول السمیلکس المصمم لحل برنامج تعظيم الدالة لایجاد 
حل برنامج تقليل الدالة وذلك بتحويل القيود ذات الإشارة )2( إلى إشارة (S)‏ عن طريق ضربها ب (1). 
مثال ذلك القيد الأني: 

2x, +۵1 1 

مكن تحویله إلى gi ad‏ إشارة (S)‏ وذلك عن طريق ضربه ب )1 - ۰) أي تغيير إشارات حدوده 

كل عكس الأخرى فيصبح القيد بالصيغة الآنية: 


-24 - 3%, $- 





وبذلك يمكن تفادي استخدام دالة الهدف إضافية علاوة على الاستغناء عن إضافة متغيرات 
ولغرض توضيح الملاحظة أعلاه دعنا نأخذ مثالاً على ذلك ونجد حله بكلا الطريقتين بهدف المقارنة 


وتعميق الشرح: 


جد حل البرنامج w‏ 


minZ = 33, +2x, 
st. 4x,-x, 5 
2x, +3x, 2.13 
3x, +x, $9 


x20 ,x,20 


اخ لد املد لله لل الل اكد ë E E ëE ë E ë E‏ ال لل الل الل | E‏ لل الم لعل | عد 











البرمجة الخطية 


نعيد كتابة البرنامج وذلك بتحويل القيود ذات الإشارة < إلى > فتصبح SIS‏ 
min. Z < 3 + ۲‏ 
+x, > -3‏ 4ك - 
21-31:5-3- 
3x, +x, >09‏ 
x20, x, 20‏ 


نم نضيف أو نطرح متغيرات إضافية وندخل البيانات في جدول السمبكلس ونشرع في الحل: 


14 


درق — ]فاص | 


سیم 
لت 





2/3 








إذن الحل الأمثل هو: 
2-2 ,)4:5 ,2= 
والآن نعيد حل البرنامج باستخدام أسلوب إدخال دالة هدف إضافية ومتغيرات مصطنعة ويظهر 
البرنامج بعد إعادة صياغته كما يلي: 
دالة الهدف الإضافية هي: 
ب + ,0 = O‏ 
أن القيد الثالث ليس بحاجة لإضافة متغير مصطنع إليه. أما البرنامج IVS ghd‏ 
min. Z=3x,+2x,‏ 
St‏ 


—4y - ۲ - رو‎ + 0, <( 
x, 2 0,1, 20 


2x + رد3‎ - 5, +۵, 213 





3x, +x, +5, =9 


والآن ندخل المعلومات في الجدول ونبدأ الحل كما ajb‏ 


J 
K 
+, 
A 
في‎ 
‘ 











البرمجة الخطية 


الخامس 
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اذن الحل الأمثل هو نفسه حسب الطريقة الأولى وهو: 
X,=3, Z=12‏ , 222 


تمارين )5-2( 
حل البرامج الخطية الآتية: 
1- 

max Z=X ۱ 
St. 

2X,+3X, <6 

X +4۸, > 4 

۸ <0 , ¥,20 


min Z=2X,+3X, +X, 
۸ 


X,+X,+X,24 





2X, +31, +, 26 
3X +X,+2X,28 
X20 , 20 , ۸,20 


max Z=3X,+4X,+4,+X, 
si 


X,+3X,+X,<4 


= 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
2X +, 3 | 
| 

| 

| 

| 

E 

| 

| 

| 
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02204 


max Z=2X,-X,+3X, 
St. 
31 +A, +X, 210 
X +2X, -4,27 
X +X, <5 
۲20 , X,20, 4,20 


Dual Programming jill لرنامج‎ 5 


5-7-1 تعريف 

بعد آن ناقشنا البرنامج الخطي سواء كان تعظيم الدالة أو تقليلها كمسألتين منفصلتين, فان هناك 
برنامجا آخر مرافق ( مقابل ) لهاتين المسألتين يسمى هذا البرنامج بالبرنامج GLU‏ أو المزدوج مع البرنامج 
الابتدائي (الأصلي). وعادة ما يقابل برنامج التعظيم برنامج ثنائي تقليل والعكس بالعكس. 

وما دام الحل الأمثل لدالة الهدف في البرنامج الأصلي والبرنامج GLI‏ متطابقان دانما لذلك فان 
أمامنا خبار للأخذ بالأسهل Yo‏ 

وهناك إمكانية الحصول على قيم الحل الأمثل للبرنامج الثنائي من قيم الحل الأمثل للبرنامج الأصلي 
أو العكس بالعكس. كما سنلاحظه عندما نتتاول مثالاً توضيحياً: 
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الخافس 


7- الصف (i)‏ من معاملات القیود 7- العمود (i)‏ من معاملات القبود 

8- إذا احتوى البرنامج على « من المتغيرات omy‏ | 8 فان الرنامج الثاني يحتوي على «« من 

لقیود ( بغض النظر عن قيود عدم السلبية )...| المتغيرات وه من القيود(بغض النظر عن قبود 
عدم السلبية). 





لنأخذ مثالاً لتوضيح LAS‏ تحويل البرنامج الأصلي إلى برنامج (GS‏ 


min Z =x, +3x, 


max. 0 - 7 +1 ly, +6۰ 9 


Sf. 
2x, +x, 27 


ly + ۲, +59; > | 
ان‎ ala +31, >11 


y, t3y, + 2 $3 


y,20,y,20, y,20 


x,20,x, 20 





لرمجة الخطية 


ویلاحظ ما idk‏ 

1- إن البرنامج الأصلي يحتوي على ثلاثة قبود في حين احتوى البرنامج الثنائي على قبدين. 

2- يحتوي البرنامج الأصلى على متغيرين بینما احتوى البرنامج GLI‏ على ثلاثة متغيرات. 

3- بقيت قيود عدم السلبية على إشارتها المألوفة ( 0< ). 

4 أصبحت الثوابت في القيود في البرنامج الأصلي وهي ( 16 , 11 , 7 ) معاملات لدالة الهدف في 
البرنامج {Lil‏ بينها أصبحت معاملات دالة الهدف في البرنامج الأصلي وهي ( 1,3 ) ثوابت في 
قيود البرنامج «SLA!‏ 

Comal -5‏ معاملات القيد الواحد (الصف الأول ) في البرنامج الأصلی وهي ]1 2[ معاملات 
للعمود الأول من قيود البرنامج Lill‏ وكذلك بالنسبة لمعاملات الصف الثاني ]7 1[ معاملات 
للعمود الثاني من قبود البرنامج الثنائي. والصف الثالث ]2 5 معاملات للعمود الثالث من 
قيود البرنامج GLI‏ والعكس بالعكس. 

5-7-2 إيجاد حل البرنامج GLU!‏ من البرنامج الأصلى 

ذكرنا ob EL‏ قیم الحل الأمثل للبرنامج الثنائي يمكن إيجادها من قيم الحل الأمثل للبرنامج 
الأصلي ولتوضيح ذلك لنتناول مثالا 


الاسر 


max Z=JA, +4۸, 
Si. 

X +2۸, $1 

¥ +X, <2 


X >0 , 1۱ <0 
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دعنا نحاول أولاً حل البرنامج الأصلي ثم حل البرنامج Gli‏ وبعدئذ نجري المقارنة بين الحلين 
هيدا لتثبيت القاعدة العامة لاستخراج حل أي من البرنامجين من الأخر. 


ë ë ë ÁÁ 2222 2 Sl‏ للم ë E ë‏ الكو ë‏ اسك ë‏ الو ë‏ لل لله شه الل الل = هكد 





إذن الحل الأمثل للبرنامج الأصاي هو: 
1,2=3= = رباع 1 
والآن نحول البرنامج الأصلي إلى برنامج GIS GEE‏ 
min Q=y, +2y,‏ 
23 وزج( ٩.‏ 
dy +, 2 4‏ 
y,20,y, 20‏ 














dhall البرمجة‎ 


ومن ثم نجد لهذا البرنامج حلا plab‏ طريقة قلب المتباينات من إشارة < إلى إشارة ک ونضيف 
المتغيرات الإضافة ولتحمل الرمز ) m‏ ) لغرض التميز دين الطريقتن عند d „di sib!‏ كما استبدلنا الرمز 8 (A‏ 


( بدلا من (CB)‏ لنفس الغرض. 





إذن الحل الأمثل للبرنامج الثناني هو: 


=3,y, =0,m, 20,۷, =2,0=‏ م 
والان ماذا تلاحظ: 


1- إن قيمة دالة الهدف ف البرنامجين واحدة gh‏ أن: 
Z=Q=3‏ 


2- إن شم متغيرات Jall‏ الأمثل للبرنامج الثاني موحول۵ ٤‏ الصف G-Z)‏ من حدول البرنامج 
الأصلى والعكس بالعكس لنوضح أكثر: 
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ëE 26 |)‏ الل له اعد ع ë 299 ١‏ الك ë‏ السك ë‏ ال ë ë‏ لل لص للد الل له ا هد 





۷ 


خذ صف الحل الأمثل , 6,۰2 من جدول البرنامج الأصلي نلاحظ أن قيم متغيرات foul‏ الأمثل 
للبرنامج الثنائي تظهر كما مبین آدناه ولکن بعكس اللشارة: 





J < 3, = Om, = 0,m, = 2,0 =3 أي آن:‎ 


كذلك عند ملاحظة صف الحل الأمثل Q‏ - ,4 من جدول البرنامج الثنائي نلاحظ أن قيم متغيرات 
الحل الأمثل للبرنامج الأصلي تظهر كما مؤشر: 


sls2xl x2‏ قيمة متغيرات الحل الأمثل للبرنامج الأصلي 





X, =1,X, 20,۵ < 0,5, - 1,2 =3 Jd 


وعلى هذا الأماس pads‏ الجدول التالي القاعدة التي كن إتباعها لاستنتاج الحل الأمثل لأحد 


البرنامجين من الآخر: 


( Dual Program ( البرنامج الان‎ 


قيمة دالة الهدف. قيمة دالة الهدف. 
معبار المتغيرات الأصلية. قيم المتغيرات الإضافية. 
معبار المتغيرات الإضافية. قيم المتغيرات الأصلية. 
قيم المتغيرات الأصلية. (-) معبار المتغيرات الإضافية. 
قيم المتغيرات الإضافية. (-) معيار التغیرات الأصلية. 











dhs >l الرمجه‎ 


دعنا نوضح هذه العلاقات بإجراء امقارنة بين مكونات جدول الحل الأمثل للبرنامجين OMe!‏ 





m Mm, ۰ m, m, Yi ولا‎ 


البرنامج 





51 $ 2 X1 2 


إن البرنامج الثنائي يوفر أسعاراً ضمنية أو أسعاراً حسابية من خلال قيم المتغبرات التى ترد في الحل 
الأمثل وتضد هذه الأسعار ر ولتي sole‏ ما نسمی بأسعار الظل فى حساب كفاءة تخصيص ابوارد. 

حيث تؤشر قيم متغبرات الحل الأمثل أسعار المدخلات التي يعتمدها المنتج لتقييم كفاءة 
تخصيص الموارد التي يستخدمها في الإنتاج وهو يخطط لتعظيم أرباحه. 


دعنا نفسر ذلك بالعودة إلى صيغة البرنامج الأصلي والبرنامج GLI‏ 
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البرنامج الثنائي 


min 0 ول 8+ ...+ نرم‎ max 7203+. 


st. St. A,X, +...+4,,%, +5, =), 


17 
0:۳۲ ۰.۸ ۲, - 1 > 6 
۱۱۳ ۰ Mh = و‎ +....td,,.%, +5, =, 
x, 2.0,...,%, 2 ۱ 


: ۳۱ ۳ ee | 


AT 


any TT a y=, 
y,20,..,y, 20 


m 20....,m, 20 





ومن البرنامج GLAI‏ نأخذ القيد الأول كمثال ونلاحظ بأن: 


m, =(4,,), +...+ aJ) = 6 


حيث أن ,© تمثل مقدار الربح المتأني من الوحدة الواحدة للمنتج الأول X,‏ وان المقدار بين القوسين 
Jis‏ القيمة الحسابية للموارد المستخدمة في إنتاج وحدة واحدة من المنتج ,× حيث أن: ,ره هو LaS‏ 
المستخدمات ف المنتج X,‏ أما y,‏ فسعر الوحدة الواحدة من المستخدمات رقم (1) ولهذا فإن: ,ره هي 
كلفة المستخدمات رقم )1( المستخدمة فى إنتاج المنتج x,‏ وهكذا بالنسبة لقيمة المستخدمات الأخرى. 
aleg |‏ مکن أعادة كتابة ابلعادلة آعلاه بالصيغة الآتية: 








ومن هذه المعادلة نلاحظ بأنه أذا كانت (mM, ) dad‏ موجبة فهذا يعني أن الموارد المستخدمة في 
إنتاج السلعة ,لد أكثر من الإرباح المتحققة من هذه السلعة. أما أذا كانت قيمة (m)‏ سالبة فهذا يعني 
العكس ماما 

وبذلك يستطيع المنتج عن طريق تدقيق قيم المتغيرات الإضافية التي يحصل عليها من الحل 
الأمثل للبرنامج الأصلي التي تمثل قيم المتغيرات في الحل الأمثل للبرنامج SLY‏ أن يتعرف على كفاءة 
تخصيص ابوارد. 

وعليه نستطيع أن نلخص تفسير المتغيرات في كل من البرنامج الأصلي الثنائي كما يلي: 





dE 





الرمجة الخطية 


#: يمثل الكمية المنتجة من المنتج j‏ وهي المتغيرات الاعتيادية في البرنامج الأصلي. 

5: تمثل الكمية (الطاقة ) غير المستغلة من المستخدم ذ وهي المتغيرات الإضافية في البرنامج 
الأصلي. 

وتمثل السعر الحسابي (سعر الظل ) للمستخدم i‏ وهي المتغيرات الاعتيادية في البرنامج الثنائي. 

m,‏ وتمثل قيمة الخسارة في الوحدة الواحدة من المنتج j‏ وهي المتغيرات الإضافية في البرنامج 
الثنائي. 

ونعيد إلى الذهن مره أخرى إلى أن كل من ,3, ر تمثل كميات في حين تمثل yM,‏ قيما 
نقدية. كما أن كلا من ١,01,‏ تشير إلى المخرجات (outputs)‏ أما رك ر فنشير إلى المدخلات (inputs)‏ 


وكما مبين في الجدول ال 





جد البرنامج الثنائي لكل من المسائل الآنية, ثم جد حل أي من البرنامجين الذي تراه اسط. 
max ۶ - 63 -5X + -1‏ 
5= ¥ .5 
3x, + 4x, $4‏ 
0 > بد + ¥ 
x, $16‏ 


x, 20,x, 20,x, 20 
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min 2 > x, + 5X, 2‏ 
23 + 2 × ا 
-x +31 0‏ :21 
1+6 
x, 20,x, 20,x, 20‏ 
أضف ال دالة الهدف x,‏ بالصيغة LII‏ ( ب0(2)+ ) وذلك لتسهيل عمليات الحل. 


3- حل البرنامج الآ ثم جد حل البرنامج الثنائي له وعلق على النتائج: 
min 7 - 123 +10x, + 8x,‏ 


St. 4x,+2x, +2x, 2 6 





x, +2x, + 4x, 3 


x, +2x,+4x, 3 


= 
1 
1 
ت ۶ : 











الفصل السادس 


استخدام البرمجة الخطية 
فى التخطط أو اتخاذ القرارات 











استخدام البرمجة الخطبة ف التخطيط أو اتخاذ القرارات 
استخدام البرمجة الخطية في 
التخطط أو اتخاذ القرارات 


عند دراسة الكيفية التي تتم بها العمليات الإنتاجية لمختلف المشاريع يلاحظ بأن إنتاج سلعة 
معينة يمكن أن يتم بطرق مختلفة من حيث التكنولوجيا والمدخلات والأيدي العاملة وأساليب التعبئة 
والتغليف وتكاليف النقل والتنوع ull‏ التي تدخل في السلعة وغير ذلك. 

فإنتاج الكهرباء يمكن أن يتم باستخدام المكائن الحرارية أو الكهرومائية أو الذرية أو الشمسية وما 
Lalas‏ حيث تختلف تكاليف وكفاءة هذه ASUI‏ عن الأخرى فتصبح alol‏ ا مخطط ومتخذ القرارات بدائل 
عديدة كل بديل له ميزاته وله تكاليفه ومساوثه وان حساب هذه الميزات أو المساوئ يتم عادة بوسائل 
فنية على رأسها البرامج الرياضية وفي المقدمة منها البرامج الخطية. 


The General Frame of LP الإطار العام للرنامج الخطي‎ 6b 





لكي نحدد معام البرنامج الخطي بشكل أوضح دعنا نفترض أن مخططاً أراد التقدم بمقترح 
للملوحة وكانت أمام المخطط مشكلة حساب جدوى المشروع التي تتطلب منه وضع مخطط متكامل 
يجعل المشروع ينتج Jab‏ تكاليف وبأعلى إنتاج ممكن وبهذا عليه مراعاة جملة من المعطيات منها على 
سبيل المثال: موقع المشروع الذي يؤثر على تكاليف نقل المواد الأولية من اطمشروع ونقل الإنتاج 
من المشروع إلى منافذ التوزيع مما يجعل المخطط بين خيارين فأما يختار مكانا بقع قرب المقالع 
الخاصة بالمواد الأولية فيقتصد بالكلف ولكن عليه في نفس الوقت أن يتحمل تكاليف أعلى لنقل 
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المنتجات إلى مراكز الاستهلاك وكما عليه أن يتحمل تكاليف أخرى يفرضها موقع المشروع البعيد عن 
المناطق الحضرية كمد شبكات طرق وكهرباء وإنشاء المجمعات السكانية للعاملين ومراكز خدمات 
ومدارس ومستشفيات ف الموقع وغيرها. أو قد يختار المخطط موقع بعيد عن مقالع المواد الأولية أي قرب 
مركز حضري تتوفر فيه شبكات الطرق والكهرباء وغيرها فيتجنب الكثير من الكلف ولكن عليه أن يتحمل 
تكاليف نقل امواد الأولية من المقالع إلى المشروع. 
هذا من حيث موقع المشروع وهي إحدى أهم القضايا التي تطرح أمام المخطط ولازالت أمامه 
قضايا كثيرة مهمة أيضا يتعين عليه إدراجها في دراسة جدوى المشروع ومنها: نوع المواد الأولية المستخدمة: 
فالبعض منها محلي وهذا يفرض عليه الاختيار بين الموقع الذي تتوفر فيه المواد الأولية الجيدة ولكن بعيدا 
عن مراكز Gull‏ وف کلتا الحالتين عليه حساب الكلفة والفوائد ومن ثم الاختيار كما أن بعض المواد الأولية 
مستوردة وهذه تتطلب حسابات تتعلق بالأفضلية بين امحلي والمستورد منها. 
كما يواجه المخطط مشكلة نوع التكنولوجيا التي ستستخدم حيث لكل نوع میزاته ولكل تكاليفه 
وعليه اختيار ذلك النوع من التكنولوجيا الذي يتلاءم مع الظروف المناخية MU‏ ومع امواد الأولية المحلية 
المتوفرة ومع كفاءة وقدرات العاملين دون إغفال مزايا التكنولوجيا الحديثة وتقدمها على غيرها من حيث 
| جودة الإنتاج وسرعته liag‏ ويتطلب موازنة دقيقة بين كل هذه الجوانب التي تحبط بتحديد نوع 
التكنولوجيا كما يتوجب على المخطط ملاحظة حجم الطلب Jock!‏ وإمكانيات التصدير وبهذا عليه اختيار 
الطاقات الإنتاجية التصميمية والمتاحة بشكل دفيق. كما يتوجب عليه إجراء موازنات سعرية دفيقة 





للإنتاج بحيث تتحد في ضوءها مؤشرات الربحية واستخدام رأس JUI‏ بشكل كفء. 

وهناك جوانب كثيرة أخرى يتعين على المخطط دراستها والخروج باستنتاجات 
وتوصيات واضحة , وهكذا يكون المخطط بحاجة إلى وسائل تساعده على معالجة الكثير 
من هذه الخيارات والمعطيات والمتغيرات التي قد يصعب السيطرة عليها مجرد النظرة 





استخدام البرمجة الخطبة ف التخطبط أو اتخاذ القرارات 


المكتبية البسيطة إليها. وقد يكون من المناسب له الركون إلى وسائل أكثر كفاءة تساعده على بلوغ هذه 
المهمة منها المعالجة الرياضية عن طريق البرامج الخطيه. 

ولأجل إلقاء الضوء على أهمية البرامج الخطية في التخطيط واتخاذ القرارات سنحاول تناول بعض 
جوانب استخدام البرامج الخطية في هذه المواضيع. 


oe‏ المجالات التي تستخدم فيها البرامج الخطية 


ذكرنا بان استخدام البرمجة الخطية كثيرة ومتعددة ولكن الذي يهمنا هو التعرف على مجالات 
استخداماتها في التخطيط واتخاذ القرارات حيث jy‏ هذا الموضوع في العقود الأخيرة وصار يحتل مكاناً 
بر في الحقول الآنية: 
1- اختبار الموقع الأمثل للمشروع حيث تنحكم بالموقع مجموعة من الخبارات - كما ذكرنا - وكل 
خيار له شروطه وقيوده وان اختيار الموقع الأمثل يحتاج إلى معالجة كل المتغيرات التي تؤثر على 
هذا الخير وفق نموذج خطي يوضع لكل موقع وبحل مجموعة النماذج يمكن الاهتداء إلى أفضل atl‏ 
موقع من بين الخیارات المطروحة. السادس 
2- تحدید النسب المثلى للمزج بين المدخلات ( المواد الأولية والعمل ورأس المال وغبرها) وذلك 
بهدف التوصل إلى أفضل إنتاج Jib‏ تكاليف ممكنة. 
3- اختيار نوع التكنولوجيا المستخدمة وهنا تلعب البرمجة الخطية دورا كبيرا في هذا الاختيار حيث 
ترشد المخطط وامنتج إلى أكفأ وسيلة تكنولوجية تعطي إنناجا جيدا من حيث الكم والنوع 
وبتكاليف اقل مقارنة بالوسائل الأخرى. 





4- تحديد الطاقات الإنتاجية للمشروع وذلك يوضع gili‏ رياضية خطبة تحتوي على حجم الطلب 
وأ مواد المتوفرة وعوامل الإنتاج اللتاحة ووسائل النقل والتسويق وغيرها وبحل هذه النماذج 
يهتدي المخطط إلى الطاقات المناسبة لكل نوع من أنواع الإنتاج التي تضمن للمشروع النجاح. 
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5- تحديد الكفاءة الاقتصادية لكل من الإنتاج المحلي والإنتاج المستورد وبيان أيهما أفضل من وجهة 
النظر الاقتصادية للبلاد ويستطيع المخطط في ضوء نتائج البرامج الخطية الموضوعة معرفة أي 
سبيل أفضل: gabl‏ في الإنناج المحلي أو الاتجاه نحو لاستيراد بعد الأخذ بالاعتبارات الوطنية 
والاجتماعية لنتائج التحليل الكمي التي يتم التوصل إليها. 

> اختيار أفضل أسلوب نقل وتوزيع للإنتاج أو مود الأولية بين مناطق التجهيز والمعمل وبالعكس 
وهذا پتطلب اعتماد برامج خطية تدعى برامج النقل. 

7- استخدام للورد المتاحة أفضل استخدام فالبرمجة الخطبة تقدم نتائج مفيدة في مجال تحقيق اقل 
الكلف الممكنة مع المحافظة على مستوى معين من الإنتاج من حيث الحجم أو النوع أو كليهما أو 
تحقيق أعلى إنتاج ممكن من حيث الكم مع المحافظة على مستوى معين من التكاليف. وبذلك 
مکن التوصل إلى اقل كلفة للوحدة الواحدة من الإنتاج. 


LP Building البرنامج الخطي‎ el 4 


۱ تطرقنا في الفصل السابق إلى الأسلوب النظري لبناء البرنامج الخطي وقد يكون من المناسب 
۶ | استعراض الجانب التطبيقي لعملية بناء هذا البرنامج. 
إن بناء البرنامج الخطي يعني تحویل جمیع العوامل أو الظروف والإمكانيات والقیود التي تحیط 
المسألة إلى معادلات أو متباينات وصياغة الهدف الذي يسعى إليه الخطط بصورة رياضية يمكن حلها 
بالتفاعل مع مكونات البرنامج SPU‏ 
وتتطلب عملية بناء النموذج الخطي مجموعة من الاعتبارات يمكن تلخيصها بالآئي: 
-l‏ صياغة الهدف من المشروع بأسلوب واضح ودقيق وهذا يتطلب جهداً رياضيا في تحويل الهدف 
العام ومكوناته التفصيلية إلى دالة رياضية تعبر تعبياً fegis‏ ومقبولاً عن الغاية من البرنامج. 





استخدام البرمجة الخطبة ف التخطيط أو اتخاذ القرارات 


2- صياغة الفيود والظروف المحيطة با مشروع والامکانیات المتوفرة وأية شروط ومحددات أخرى 
بشكل معادلات ومتبابنات رياضية واضحة وعدم إهمال أي قد من القبود الموجودة لان ذلك 
يفضي إلى خلل في ترکیب النموذج ويؤدي إلى ضعف ف اعتمادية النتائج المستخلصة. 

3- اعتماد جميع الحلول الممكنة للمشكلة. فالبرامج الخطية تقدم حلولا مختلفة LY‏ مسألة 
اقتصادية وتمثل هذه الحلول خيارات تعطي للمخطط ومتخذ القرارات حرية انتقاء الأفضل من 

4- سيادة فرضية العلاقات الخطية بين المتغبرات الداخلة في النموذج وإمكائية التعبير عن هذه 
العلاقات بأسلوب خطي. 

5- تبادل العلاقة بين المتغيرات الداخلة في النموذج أي أنها تشكل حزمة واحدة من العوامل التي 
تؤثر في تكوين النموذج وبعضها مرتبط بالبعض الآخر في علاقات تأثرية تبادلية قد يكون 
بعضها ذو تأثير عال وآخر ذو تأثر ضعيف وهذا ما يمكن أن يعكسه النموذج نفسه ويضع هو 
الآخر خيارات تحت تصرف متخذ القرارات ينتقي العوامل الأكثر نأثير على اتجاهات الهدف 
الذي وضعه للمسألة. 

ويتكون البرنامج الخطي من الأجزاء ASV)‏ 

Objective Function Gay! dlp -l 

تبحث دالة الهدف في البرامج الخطية عادة عن غايتين رئيسيتين منطلقها هو مواجهة ا مشكلة 
الاقتصادية المعروفة بندرة الموارد وتنامي وتعدد الغايات وهي مشكلة واجهها الإنسان منذ زمن بعيد 
وهي تزداد حدة كل يوم. 

ولهذا فان غاية دالة الهدف في البرمجة الخطبة تتلخص في كيفية تحقيق ال مستوى 
الأعظم والذي أطلقنا عليه تعظيم (maximization)‏ قيمة دالة الهدف وكثيرا ما يشار 
الیها بأنها الغاية التي ترمي لتحقيق أعظم أرباح ممكنة في ظل قيود على رأسها محدودية 
الموارد الاقتصادية أو تحقيق الحد الأدنى والذي أطلقنا عليه إقلال minimization)‏ ( 


u الساذ‎ 





قيمة دالة الهدف التي نسعی للوصول بالتكاليف إلى اقل ما GS‏ مع مراعاة القيود المفروضة وعلی رأسها 
المحافظة على المستوى الكمي أو النوعي eli‏ عند حدود معينة. وتحتوي دالة الهدف على المتغيرات 
التي تتضمنها المسألة الموجودة أساساً في المعادلات أو المتباينات التي تكون الجسم الرئيسي للنموذج أما 
معاملات هذه المتغيرات فترمز إلى العلاقات النسبية بين أسعار الوحدة الواحدة أو تکالیف هذه الوحدة 
وغيرها من المعاملات والتي نوضع Eb‏ للغاية من دالة الهدف فيما إذا كانت تعظيم أو تقليل. فعندما 
نريد تعظيم الأرباح فان أسعار بيع المنتجات هي التي نشکل معاملات كل نوع من هذه المنتجات فالدالة 
الهدف في النموذج ال 
max Z=2x, +x, +33,‏ 

تشير إلى إن سعر المنتج الأول × هو )2( والثاني )1( Lal‏ سعر المنتج الثالث فهو )3( وإذا كانت 
هذه الأسعار معطاة وافترض ثباتها في الأجل القصير فان تعظيم الأرباح يبقى معلقاً على بلوغ اكبر 
9| مستوبات الإنتاج لكل من ,× ,× × ضمن القيود الموجودة. أما دالة من النموذج BM‏ 

minZ=x, + 3x, +5x, 

فتشير معاملاتها إلى أسعار المواد الأولية ومستلزمات الإنتاج الأخرى وعليه فان المنتج الأول x,‏ 
يكلف (1) أما المنتج الثاني × فيكلف (3) في حين يكلف المنتج × أكثر من ذلك فتصل تكاليفه إلى )5( 
وحدات نقدية. وإذا كانت هذه التكاليف معطاة أي أنها مرتبطة بعوامل فنية وتسويقية خارج عن إرادة 
الإدارة الإنتاجية فلا يبقى مناص أمام هذه الإدارة إلا النزول بمستوى الانتاج إلى حدود معينة تفررها 
الشروط المفروضة على المسألة بحيث يمكن إنتاج أفضل تشكيلة من المنتجات x, x,‏ به عند ذلك المستوى 
وبأقل التكاليف الممكنة. 

ب- قو النموذج Program's Constants‏ 

إن فيود النموذج هي التي تتحدث عن وجود مشكلة اقتصادية وهو الأمر المعتاد 

فلو كانت dls‏ الهدف حرة لا قبد عليها فعند ذاك يمكن الصعود بالدالة إلى اكبر نقطة 
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ممكنة دون حدود معينة أو النزول بها إلى أدنى مستوى ممكن دون حدود ولكن الواقع الذي نحن فيه 
هو عكس ذلك فالموارد محدودة والطاقات الإنتاجية Sudo‏ والأسعار مرتبطة بعوامل خارج عن إرادة 
المشروع وساعات العمل سواء للآلات أو للقوى البشرية محكومة بظروف عديدة وغير ذلك من المحددات 
التي جعلت من عملية تعظيم أو تفلیل دالة الهدف مثقلة بشروط ومحصورة ضمن إطار معبن تتحکم به 
محموعة من القيود ومن هنا نشأت المشكلة الاقتصادية الحقيقية ووضعت طرق Bude‏ لحلها ومنها 
البرامج الخطية. 

فالقيود (constraints)‏ ما هي إلا امحددات التي يتعبن على دالة الهدف مراعاتها وهي نسعی 
لبلوغ غايتها العظمى أو الصغری, ويبذل واضعو البرامج lage‏ في ترجمة هذه المحددات إلى صيغ رياضية 
تجمع بين الوضوح و الفهم و البساطة وبين الكفاءة والقدرة على استیعاب المؤثرات التي تعکسها 
المحددات على جسم البرنامج برمته. 

No negativity dalal aus ج-‎ 

حيث أن البرامج الخطية الاقتصادية تتعامل مع متغيرات اقتصادية وان قيم هذه المتغيرات لا معنى لها 
إذا كانت سالبة لذلك فان القيم التي يهتم بها المخطط والراداري ولمبرمج هي التي تقع في الربع الأول من النظام 
الإحدائي أي الربع الذي تکون فيه قيمة المتغير سواء كان على الإحدائي العمودي أو الأفقي موجبة ويشمل هذا 
جميع الإحداثيات الأخرى إذا كان لدينا أكثر من متغيرين في المشكلة موضوعة البحث. وتأسيساً على ذلك فقد 
أضيفت قبود أخرى إلى المسألة إضافة إلى القيود الاعتيادية المفروضة عليها وهي قيود عدم السلبية. 


65 استخدام البرمجة الخطية في التخطيط 


ذكرنا أن من بين المجلات التي تستخدم فيها لامج الخطية هي التخطبط لإنشاء مشاريع معينة 
وذلك بهدف الوقوف على حدوى هذا المشروع من خلال التعرف على النتائج المتوقعة dis‏ ضمن إطار القيود 
والشروط المالية والاقتصادية والاجتماعية المفروضة. وقد يكون من المناسب استعراض مثال توضيحي رقم )1( 


عن هذا الأسلوب. 
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AI نتداول هذا المثال عن مشروع لانتاج العلف الحيواني والذي احتوته ابمذكرة الإيضاحية‎ Liss 

المطلوب/ إقامة مشروع لانتاج عليقة حيوانية تحتوي على ما لا يقل عن )3000( سعره حرارية و 
)80( وحدة بروتين في اليوم. dling‏ (4) أنواع من العناصر الغذائية التي كن أن تستخدم في إنتاج هذه 
العلرقه وهي: 


للكغم الواحد. والغذاء الثالث: ويكلف )5( وحدة نقدية للكغم الواحد. والغذاء الرابع: ویکلف )6( 
وحدات نقدية للكغم الواحد. 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

۱ الغذاء الأول: ويكلف (4) وحدات نقدية للكغم الواحد. والغذاء itl‏ ويكلف )2( وحدة نقدية 
| 

| 

۱ أما محتوبات هذه sa‏ الأربعة من سك لغذائية فهي كما Qe‏ 
| 

| 

| 





وا مطلوب بناء موذج خطي وتحديد العليقة الأقل كلفة والمستخلصة من مزج امثل لكميات 
| مناسبة من الأغذية الأربع. لاشك أن هذه المسألة تشكل واحدة من مجموعة القضايا التي يواجهها 
المخطط فهي تتعلق بتحديد الكلفة الأقل للعليقة المطلوبة من بين بدائل مختلفة. 

ورها هناك مسائل أخرى تعلق بالموقع والمواد الأولية والنقل وغيرها والتي تتطلب أعداد برامج 
خطية خاصة يهتدي بها المخطط إلى اختبار البديل الأفضل وصولاً إلى دراسة متكاملة عن المشروع يمكن في 
ضوءها اتخاذ القرار السليم بشأن إقامة المشروع من عدمه. 

والآن لنعد إلى مسألة اختيار العليقة الأرخص ولنبدأ ببناء النموذج Mol‏ 
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1= الرموز Notation‏ 
دع: ,كر درادر× ترمز إلى عدد الكغم من الغذاء المستعمل في العليقة رقم )12,34( على التوالي. 

Uls -2‏ اليدف Object Function‏ 
ules‏ إقلال كلفة العليقة إلى اقل ما مكن وحيث أن كلفة العليقة تتکون من حاصل جمع كلفة 
الأغذية الأربع وان كلفة أي من هذه الأغذية هي حاصل ضرب كلفة الکغم الواحد في عدد الكغم من 

الغذاء المعني الذي سينتج أي أن دالة الهدف تكون: 
min Z = 4x, + 2x, + 5x, + 6x,‏ 
3= الشود Constraints‏ 
ونتضمن القبود ما GL‏ 

|- إلا يقل عدد السعرات الحرارية التي تحتویها العليقة عن )3000( سعره وحيث أن مجموغ هذه 
السعرات يتكون من مجموع السعرات الحرارية للأغذية الأربع وان مجموع السعرات التي 
یحتویها الغذاء الواحد هي عدد الكغم المنتجة مضروب محتویات الكغم الواحد من السعرات 
الحرارية وعليه OB‏ القيد الأول يكون كما يلي: 

600x, + 50x, +500x, +800x, > 3000 

لب- ألا تقل وحدات البروتين في العلبقة عن )80( وحدة وحيث أن عدد وحدات البروتين في الغذاء 
هي عدد الكغم المنتجة من هذا الغذاء مضروب محتویانه من البروتين وعليه فإن مجموع ما 
تحتويه العليقة من البروتين مقيد GUL‏ 

21 +8x, + ۱0, + 3x, 0 

ج“ قيود عدم السلبية وهذه تنضمن أن يكون حجم الإنتاج من كل من (بدرندیتم») أكثر أو يساوي 

صفر أي أن: 


¥ >0 ,x,20 .x,20 .x,20 
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السادس 


1 5-77 = _s — —_ سح تس‎ cls === سح‎ p 7ه‎ = p o=- — 
| 


1 
1 





A 
a 
3 





4= حل المشكلةُ Solution of the Problem‏ 
بعد وضع هذا البرنامج الخطي في جدول السمبلکس ومتابعة خطوات حله يتم التوصل إلى النتائج 
LI‏ ( راجع الفصل الخامس بشأن طريقة {Jal‏ 





io ۳ x, 20 i: 
47 47 47 


5- الاستنتاجات 

420 
47 
الغذاء x,‏ اللذان بمزجهما يعطيان عليقة فيها اكبر مقدار من السعرات الحرارية ومن وحدات البروتين وتكلف 
هذه العليقة اقل ما يمكن من التكاليف. وينصح الرنامج بعدم إنتاج أي من الغذائيين ( بد ,ید ) لأنهما لا 
يعطيان عليقة بانتائج el gal)‏ 
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أن أفضل إنتاج بمكن أن يختاره المشروع للزمع |قامته هو إنتاج Ca)‏ من الغذاء ,لل سس من 


دعنا نتناول مثال آخر: 
مثال )2( 


ظ اتجهت النية على إنشاء مشروع ely‏ اللدائن وقد وضعت التصاميم لهذا المشروع في يقوم داستعیال 


"| واحد أو أكثر من أربع عمليات إنتاجية متوفرة لديه. العملية الأولى والثائية تنجم عنها مخرجات مقدارها (1) 


في حين تنجم عن العملية الثالثة والرابعة مخرجات مقدارها (N)‏ وهناك ثلاثة أنواع من المدخلات لكل عملية 





من be‏ العمليات الأربع هي: 
| العمل مقدر (برجل a‏ أسبوع), موان أولية هن النوع (A)‏ مقدرة (بالكغم) ومواذ أولية من النوع 
(B) |‏ مقدرة (بالصناديق). 





وتتطلب كل عملية مدخلات مختلفة عن الأخرى. آما بالنسبة للایرادات المستحصلة فإنها تتباین 
Les‏ لتباين العمليات أعلاه. 
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وعند تحديد برنامج الإنتاج الأسبوعي لهذا المشروع وجد بأنه لا يستطيع تشغيل أكثر من العدد 
المتوفر من القوى البشرية ومن المتوفر من المواد الأولية (A,B)‏ وقد قدمت المعلومات الآتبة بشأن هذه 
المحددات كما يظهرها الجدول الأني: 


حدول رقم )6-1( 





أما الإيرادات المتأتية عن بيع وحدة واحدة من الإنتاج فإن دراسة السوق قد أظهرت ما يلى: 


جدول رقم )6-2( 


إنتاج العملية إيرادات الوحدة الواحدة 





وقد قام جهاز التخطيط ببناء النموذج الخطي للمسألة أعلاه وقد ظهر بالصورة AI‏ 
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max Z = 6x, + 4x, + 7x, +X, 
Subject to: 
x, + 2x, +X, +23, $20 
6x, + 5x, +3x, + 2x, < 100 
3x, + 4x, + 9x, +12x, <75 
إضافه إلى قبود عدم السلبيه وهي:‎ 


x, 2.0.x, < 0.x, < 0,۲, 20‏ 
وبعد أن وضع النموذج في صورنه النهائية قام جهاز التخطيط باستخراج الحل باستخدام طريقة 
السمپلکس وكانت النتائج كما يلي: 


x, =15,x, =0,x, a =() 





5, = = =0,s, =0,2 3 





وني ضوء النتائج أعلاه قدم جهاز التخطبط التوصيات الآنية: 
1- مستویات الإنتاج 


إن أفضل مستويات الإنتاج التي تحقق الهدف من إقامة المشروع وهو تحقيق أعلى إيراد ممكن 


10 
هي إنتاج )15( وحدة من (M)‏ بواسطة العملية رقم )1( و ( ۳ ) وحدة من (N)‏ بواسطة العملية رقم 





)3( وعدم تشغيل العملينين الثانية والرابعة إضافة إلى تبفي احتباطي من القوى العاملة مقداره 


5 
b ) 5| 7‏ يستعمل فى العلميات الإنتاجية. 











استخدام البرمجة الخطبة في التخطبط أو اتخاذ القرارات 


2- مستوى الإيراد 
لقد اظهر حل ULL!‏ مستوى إيراد مقداره (1133 ) وهو أعلى مستوى يمكن بلوغه مع المحافظة 
على القيود المفروضة على الإنتاج وهي محدودية القوى العاملة وابمواد الأولية ( B‏ به ) وان أي مستوى 
انتاجي آخر للعمليات الأربعة لا يعطي هذا المستوى من الإيراد ضمن القيود التي تضمنها البرنامج. 
3- حدود الإنتاج 
لقد كشف الحل الأمثل للمسألة أن الإنتاج سيقتصر على تشغيل العملية الأولى والثالثة وعدم 
الحاجة إلى العملية الثانية والرابعة لكون الإيراد الحدي لكل منهما منخفض ( 4 ,5 ) كما يظهر من دالة 
الهدف مقارنة بالإيراد الحدي لإنتاج العملية الأولى والثالثة (7 ,6 ) على التوالي كما أن عمليات الحل 
قامت ممازجة الإيراد الحدي مع الكلف واستخرجت الإنتاج الأمثل الذي يحقق أعلى ایراد ممكن. 
لنأخذ مثلاً WU‏ 
أرادت إحدى دور النشر إقامة خط طباعي متخصص في طباعة نموذجين من الكتب: كتب ذات 
حجم صغير وتدعى بالنموذج الأول وكتب ذات حجم كبير وتدعى بالنموذج الثاني وقد أظهرت الدراسات 
بان النموذج الأول يحقق buy‏ قدره )520( والنموذج الثاني يحقق ربحا قدره )450( ويحتاج النموذج الأول 
)40( ساعة لتهيئة الطباعة الأولية والكلائش و (24) ساعة للطباعة والكبس والتجليد بينما يحتاج النموذج 
الثاني إلى )25( ساعة لتهيئة الطباعة الأولية والكلائش و(30) ساعة للطباعة والكبس والتجليد. وقد وجد بأن 
عدد الساعات المتوفرة للطباعة الأولية والكلائش هي (400) ساعة في حين لا تتوفر سوى )360( ساعة 
لغرض الطباعة والکیس والتجليد. 
وقد قام قسم الأبحاث في دار النشر بصياغة المسالة GIS‏ 
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max ۶ = 320 + 450x, |‏ 
st. 40x, +25x, > 400‏ 
+30x, 0‏ 24 
,x, 20‏ 2,20 
وبعد حل المسألة بطريقة السمبلكس كان الحل كما يلي: 
x, =5,x, =8 ,7 =6200‏ 
وقد اتضح من الحل بأن هذا الخط الإنتاجي الجديد كي يحقق أقصى الأرباح في Jb‏ محدودية 
ساعات العمل المتوفرة. يتعين عليه أن ينتج (5) كتب من النموذج الأول و )8( كتب من النموذج الثاني 
وقد قدم قسم الأبحاث تقريره إلى مجلس إدارة دار النشر بهذا الخصوص dy‏ ضوء هذه النتائج قد يقوم 
8 مجلس الإدارة باستكمال الدراسات عن النقل والتسويق والمواد الأولية وكلف الإنتاج وكل هذه وغيرها 
3 | تحتاج إلى وضع برامج خطية أخرى واستخلاص النتائج ومن ثم إجراء المقارنة بينها وقد يتطلب الأمر وضع 
: | برنامج خطي متكامل يضم جميع جوانب المشكلة ومن ثم اتخاذ القرار المناسب في ضوء النتائج التي 
بظهرها حل هذا البرنامج. 
لقد كانت النماذج التي استعرضناها بسيطة بغية توفير حسن الفهم وسهولة الإحاطة والادراك 
فقد تحتوي البرامج الخطية على العديد من ا معادلات والمتباينات وكل معلالة أو متبابنة تحتوي على 


۱ 
العديد من المتغيرات وكذلك الحال بالنسبة إلى دالة الهدف ولکن رغم هذا الاتساع لا توجد صعوبة في 









حل مثل هذه المسائل في ظل الإمكانيات الكبيرة والتسهيلات التي تقدمها آجهزة الحاسوب الحديثة. 
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66 استخدام البرمجة الخطية في تحديد الطاقات الإنتاجية 


هناك عدة أنواء للطاقه الإنتاحية منها التصميمية والنظرية والقصوى والتاحه والفعلية 





وغيرها وعادة ما يتم الركون إلى الطاقة الإنتاجية doth!‏ في أكثر الأحيان حين يشار إلى الطاقة الإنتاجية 
ويقصد بها الطاقة القصوى بعد استبعاد التوقفات والاختناقات في العملية الإنتاجية. ولغرض البحث عن 
الطاقة الإنتاجية وفق البرمجة الخطية قد يكون من المناسب dole]‏ صباغة مفهوم الطاقة الإنتاجية المتاحة 
ليعني اکبر إنتاج ye‏ أن تحققه الوحدة في ظل ظروف عمل اعتيادية وخلال فترة زمنية محددة. 

وتحسب الطاقة الإنتاجية عادة بالوحدات الكمية كالقطعة والطن والمتر وغير ذلك في الإنتاج 
المتجانس آما إذا كان الإنتاج غبر متجانس حیث لكل وحدة إنتاجية خصائصها فیتم اللجوء إلى الحسابات 
النقدية وتقيم هذه الحسابات بالأسعار الثابتة بهدف استبعاد آثار التضخم وارتفاع الأسعار منها. 

ویتکون البرنامج الخطي الذي يظهر الطاقة الإنتاجية المثلى في المشروع من البناء الرياضي الأني: 


max 2 = 3 0 
ادر‎ 
11 
0 <b (i= 1.2...) 
تج اعم‎ 
1 20 (j =1.2......n) 


حيث يشير البرنامج إلى أن هذا المشروع ينتج (n)‏ من المنتجات (x)‏ ويستخدم في 
عملياته التشغيلية (im)‏ من مستلزمات الإنتاج ( موارد) مثل اليد العامله وال مواد الخام 
والمكائن وساعات العمل وغير ذلك. وأن هذه المستلزمات والموارد ذات حجم محدود 


وقد خصص حجم معين منها مقداره (b)‏ وفق معاملات فنية لحاجة كل نوع من 
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. المنتجات أشير إليها بالرمز (ه) أما سعر الوحدة الواحدة لكل نوع من الإنتاج فهو ling (o)‏ شروط عدم 
dual‏ وهي: 0> Xi‏ 
ولأجل إبجاد الطاقة الإنتاجية المثلى فان البحث بتجه Bole‏ إلى استكشاف مديات الاستفادة من 


هذه الطاقة وتحدد لذلك الأهداف الآتية: 


- تحقيق اكبر ربح Kas‏ 
2- تحقيق ابر حجم من الإنتاج. 
3- استغلال المواد المتاحة للمشروع أفضل استغلال. 


ولغرض التعرف على هذه الأهداف فان الآمر يقتضي إعادة صياغة دالة الهدف لتتواكب مع كل 
هدف أو تعديل القيود وبذلك تتکون لدى المحلل عدة برامج وعند إيجاد حلولها المثلى تتم دراسة كل 
حل ومقارنته بالحلول الأخرى وعند ذلك تقرر إدارة المشروع اختيار الهدف الأفضل الذي يشير إلى 
لاستغلال الأفضل للطافة الإنتاجية أو بكلمة أخرى إلى الطافة الإنتاجية المثلى للمشروع. 
وقد نحتاج إلى المثال التوضيحي الآني: 

قام قسم البحوث في إحدى المشاريع الانتاجية بدراسة واقع الطاقة الإنتاجية لأحد أقسام المشروع 
الإنتاج الأدوات الكهربائية فوجد BI‏ 
1- إن لدى القسم مجموعة من خطوط الإنتاج كل خط يتكون من مجموعة من المكائن. 
2- إن هذه الخطوط تختص ب (4) وظائف هي التركيب والتوصيل واللحيم والتطاير. 
3- إن المكائن في كل خط مصممة لكي تعمل كبديل آحدهما للأخرى وأنها متناظرة من حیث 
۱ طاقتها الإنتاجية. 


4- إن إدارة المشروع قررت إنتاج (3) آنواع من الأدوات الكهربائية. 
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5- إن القيد الذي يحدد عمل هذه الخطوط هو الزمن المتاح لكل خط إنتاجى وفق النسب التقنية 


التصميمية لعمل كل خط. وكما مبين في الجدول I‏ 





6- حددت الأرباح الآنية من مبيعات كل منتج من المنتجات الثلاثة: (2,3,1) على التوالي. 
7- قدر ثمن الوحدة الواحدة من اطبیعات كما بلی: 
)5,10,6( وحدة نقدية على التوالي. 
8- طلب مجلس الإدارة من قسم البحوث تحديد الطاقة الإنتاجية المثلى في ضوء الأهداف A‏ 
| - تحقيق اکر ربح ممكن. 
ب- تحفيق اکر gli]‏ ممكن. 
ج- تشغيل الخطوط الإنتاجية بأقصى طاقتها المتاحة. 


الساذف 


5 











9- ولأجل ذلك فقد صاغ القسم المسألة بهيئة برنامج خطي وحسب الأهداف الموضوعة لتحديد 
الطاقة الإنتاجية الفضلى وكما OL‏ 
maxz = 2x, +3x, +‏ 
st. 3x, +2x, +x, <36‏ 
x, +4x, +2x, 3‏ 
3x, +x, +2x, $42‏ 
2x +X, +x, 529‏ 
x20 , 20,x, 20‏ 
ملاحظة: 
أن الأرقام الظاهرة في الجهة اليمين من القيود ناجمة عن تحويل الساعات إلى دقائق أي ضرب 
E‏ عدد الساعات ب(60) دقيقة ومن ثم حسابها ABIL‏ 
: 10- وبعد انتهاء قسم البحوث من استخراج النتائج قدم التقربر الآني إلى مجلس الإدارة لتسهيل 
مهمة المقارنة مع فقرات الخطة الإنتاجية وقد تضمن التقرير الأي: 
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جدول رقم )6-4( 


الطاقات الإنتاجية المثلى 


النتائج المثلى امستخرجة 





1- في ضوء التقرير أعلاه يستطيع مجلس الدارة اتخاذ القرار المناسب حسب الأوليات التي وضعها 
فإذا كان الهدف الأول للشركة هو الالنزام بمؤشرات الخطة الإنتاجية فرما يتمسك مجلس الإدارة 
بالخطة ابموضوعة التي يشير Qu‏ البديل الأول lal‏ إذا كان الهدف الأول هو تحقيق الريح تكون 
الطاقة الإنتاجية المفضلة هي البديل الثاني وإذا كان الهدف الأول هو تحقيق اكبر حجم للإنتاج 
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يصبح البديل الثالث هو المفضل lal‏ إذا كان تشغيل الخطوط الإنتاجية بأقصى Bb‏ متاحة يكون 

البديل الرابع هو الأفضل. وقد يختار مجلس الإدارة البديل الذي يجمع بين فترة التشغيل بأقصى 

طاقة وتحقيق الربح والإنتاج بأعلى مستوى ويبدو أن البديل الرابع هو الذي یجمع بين كل هذه 

الميزات. 

وتصبح فائدة البرمجة الخطية أكثر وضوحاً وجدوى كلما كبر حجم المشكلة حيث تقدم حينذاك 
نتائج دقبقة عن خيارات الطاقة الإنتاجية قد يكون من 

المتعذر رصدها بالمقارنة البسيطة التي يمكن أن تتم في حالة الإنتاج المقتصر على نوع واحد أو 
نوعين فقط. ولحل البرامج الخطية يتم اللجوء إلى الحاسوب لتقديم نتائج سريعة ومضبوطة وقد ترفق بها 


تحليلات ومقارنات توضيحية مفيدة. 


67 استخدام البرمجة الخطية في تحضير الخطة الإنتاجية 


يقوم مجلس الإدارة عادة بوضع الخطوط العريضة لأهداف الخطة الإنتاجية والتي تتضمن حجم 
ا الإنتاج ومستوى الربح المستهدف وأنواع المنتجات التي يتعين إنتاجها ومستوى الموارد امتاحة للمنشأة ‏ 
2 | والطاقة المتاحة للالات وابلكائن وأسعار المنتجات المتوقعة وحدود التكاليف الثابتة وا متغرة وأية مؤثرات 
| أخرى تكون في مجملها الإطار العام للخطة الإنتاجية. 
ولغرض تحويل هذه المؤثرات الأهداف والقیود إلى أرقام وحسابات Job‏ بعين الاعتبار هذه 
الأهداف وقدرا الشركة على التنفيذ وتكون قابلة للدرلمة والتحليل والمقارنة AN‏ من معالجتها وفق 
أساليب تقنية معينة منها أسلوب البرمجة الخطية التي تقدم عرضاً رياضياً كفوءاً لهذه المشكلة وتضع 
تحت أنظار مجلس الإدارة تصوراً Lady‏ واضحاً عن كيفية بلوغ الأهداف التي يسعى إليها. 
أما البرنامج الخطي العام الذي يستخدم عادة لهذه الغرض فيفترض بان المشروع 
الإنتاجي خطط لإنتاج (n)‏ نوعاً من المنتجات كمياتها هي ) ,4( وان ( «......1,2 = ز). Lal‏ 


الموارد التي يستخدمها المشروع لغرض إتمام عملياته الإنتاجية فیبلخ عددها (m)‏ موردا 
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وان كمياتها هذه المواد محدودة بامقادیران) وان ( ه....,1,2 = 1) وان النسب الفنية لاستخدام هذه 
المواد في إنتاج وحدة واحدة من الإنتاج هي (رة ) وان ربح الوحدة الواحدة من الإنتاج المباع هي La (j)‏ 
الكمبات المنتجة من كل نوع والتي تبحث عنها الدراسة فقد افترض آنها ( (x,‏ وقد أضاف مجلس الإدارة 
مبدأ آخر حدد فيه نوعين من الإنتاج الأول ويشمل المنتجات ذات الطلب المحدود والتي لا تقتفي الخطة 
زيادة إنتاجها عن حجم معين glug‏ عددها (k)‏ والنوع الثاني ويشمل Cloak!‏ ذات الطلب غير املحدود 
والتي يتعين توفير المرونة الكافية لزيادة إنتاجها حين تقتضي الظروف ذلك ويبلغ عددها k)‏ - 0). أما 
صياغة البرنامج الخطي للمشكلة فهي GIS‏ 


i 
11012 < ( Cj 
jel 
subject to: 
A 
( [> bi )- 12.۱ 


ا الفصل 


¥; 2q )ار‎ + !,4+2....#( 


N)‏ ا ), لمانا 


ويمكن تعديل البرنامج أعلاه وذلك بهدف تبسبطه بحذف القبد المتعلق بالمواد ا مخصصة لإنتاج 
النوع الأول من المنتجات والتي لا ترى الخطة ما يتوجب زيادة إنتاجها وإذا رمزنا للموارد المذكورة بالرمز 
((0) فان البرنامج يؤول idl‏ 


/ 
maxz =) cx, 
7 
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subject to: 

تاکز ؟ 
jal‏ 
(j= 12.05%)‏ 20 1 


gy ۱‏ ضوء المعطيات المستخلصة عن حل هذه المشكلة بطريقة السمبلکس Ae‏ وضع خطة 
| إنتاجية تلبي الأهداف التي برمي إليها مجلس إدارة الشركة ومراعاة القبود والمحددات التي تحبط 
١ ۱‏ بالعملية الإنتاجية درهتها. 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 
و 
(j=k+Lk+2,.0) |‏ ودره 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


مارين )6-1( 


1- في مشروع لصناعة الآليات هناك ثلاثة أنواع من المنتجات ينوي المشروع إنتاجها وتحقق له 
الأرباح الآثية للوحدة الواحدة (3 ) للنوع الأول و(2) للنوع الثاني 9 )5( للنوع الثالث. ويحتاج 
کل منتج إلى عوامل تج الآنية a‏ الواعدة خلال الساعة وا 











وقد أشارت دراسات السوق إلى أن الطلب علی النوع الثالث من النتجات محدود ولهذا فقد قرر 


| مجلس الإدارة تضمين الخطة شرطا olis‏ عدم تجاوز إنتاج هذا النوع كمية الإنتاج من النوع الثاني. 
| 
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فما هی الكميات التي يتعين على المشروع أدراجها في خطته الإنتاجية والنى تحقق له أقص 
الأرباح في ظل القبود الفروضة على نشاطه ؟ 


2- قرر مجلس إدارة إحدى الشركات التي تختص بإنتاج الإطارات دراسة إمكانبة إدراج أربعة 
أنواع من الإطارات في قائمة الإنتاج ضمن خطته الإنتاجية وقد وجد بأن الأرباح المتوقعة من 
هده الإطارات هي: 
من النو F‏ الأول و(1) من النوع الثاني و(4) من النوع الثالث و(2) من النوع الرابع وقد قرر 
انتاج الأعداد dail‏ من الأنواع الأربعة مقدرة بالآلاف: (3) من النوع الأول و(2) من النوع الثاني و(5) من 
النوع الثالث و(2) من النوع الرابع. وقد آوعز إلى قسم الدراسات لاجراء التعلیلات اللازمة لخطة الإنتاج 
التي تحقق الأهداف الآنية: 
-l‏ تحقيق اکر ربح ممكن. 
ب- تحقيق SI‏ إنتاج ممكن. 
Lais -z‏ الخطوط الإنتاجية ly Gb gaib‏ 
ووضعت المعلومات LIV!‏ تحت تصرف قسم الدراسات والمتعلقة بمتطلبات العملبات الإنتاحية امل 


وواقع مستلزمات النتاج المتوفرة: ule‏ 





فإذا طلب منك اخذ دور قسم البحوث ولهذا ترتب عليك صياغة المسألة بشكل برنامج خطي 


ومن ثم ایجاد الحلول en‏ التى تحشق Glas)‏ الثلانه py aiy SA‏ لو خسیحی مجلس الادارة. 
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معالجات خاصة في البرمجة الخطية 
معالجات خاصة في البرمجة الخطية 


Special Treatments in Linear Programming 


استعرضنا في الفصلين السابقين القاعدة النظرية للبرنامج الخطي وبعض تطبيقاته في الحياة 
العملية وقد اقتصر البحث على LAS‏ تعظيم أو نقليل دالة هدف معينة مثقلة بقيود ومحددات لا 
تسمح لها بالحركة إلا ضمن مساحة محدودة سميت منطقة الحلول اللمكنة حيث يكون الحل الأمشل 
للدالة واحدا من نقاط هذه المنطقة. 

إن الحل الأمثل للبرنامج یکمن في إيجاد قيمة المتغيرات الداخلة فيه والتي تؤدي إلى تعظيم أو 
تقليل الدالة لكن السؤال الذي يثار ماذا يحدث لو أراد اللمرمج وضع قيمة متحركة ( غير ثابتة ) لأحد 
المعالم سواء كانت من ُوابت الجهة اليمنى للقيود أو فى احد معام دالة الهدف LSS‏ نجد حلا لهذا 
البرنامج الذي يطلق Ads‏ اسم البرنامج المعلمي ) (parametric programming‏ كذلك واجهت الرياضيين 
مشكلة التغيرات التي تحدث في معالم دالة الهدف أو ثوابت الجهة اليمنى للقيود بعد استكمال حل 
المسالة والوصول إلى الحل الأمثل. فكيف يكيف هذا الحل بعد اعتماد هذه التغيرات التي يشار إليها 
أحبانا بالحساسية (sensitivity)‏ 

ومن المسائل الأخرى التي واجهت الرياضيين هي الحدود الدنيا والحدود العليا لبعض أو لكل 
متغيرات البرنامج, 

وعلی هذا الأساس وحدنا من auth!‏ تناول هذه المسائل الثلاث ونبداً بالحدود الدنيا والعليا وكما 
db‏ 





The Dual Simplex Algorithm طريقة السمبلكس المزدوجة‎ m 


ذكرنا في الفصل السادس أن حل البرنامج الخطي ذو القيود التي تحتوي على 
متباينات اكبر أو يساوي )2( يحتاج لطرح متغيرات إضافية ( (slack variables‏ من 
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السابع 


SESS EE M ë Á ۆۆ‎ ë Á ë Á كد‎ á Á ۆة‎ EEE EE EE ا‎ SS و‎ ۱ 





7 
bi 
2 
es 





هذه القبود لغرض جعلها متساوية وعند وضع المسالة في الجدول الابتدائي نلاحظ أن قیما سالبة ستظهر في 
عمود القيم الأماسية ( (values‏ وقد اضطررنا في حينه إلى إضافة متغيرات مصطنعة (artificial variables)‏ 
وإجراء تعديلات في بنية الجدول الابتداني لغرض تسهيل عملية الشروع في الحل حسب طريقة السمبلكس 
(راجع الفقرة 6-5( ولكن كانت عمليات الحل تتطلب ال مزيد من الحسابات وامعالجات الرقمية ولهذا فقد 
استنبط الرياضيون طريقة أخرى لأجل التغلب على هذه المشكلة سموها طريقة السمبلكس المزدوجة 
(dual simplex algorithm (‏ ودعنا نستعين بمثال لشرح خطوات حل البرنامج الخطي بهذه الطريقة: 
min Z = 3x, + 2x, +x, +4x,‏ 
4x, +5x, +x, 210‏ + 5.2 
3x, -X, + 7x, - 2x, 22‏ 
5x, + 2x, +x, +03, 215‏ 
x20 , x20 , x,20‏ , 120 
والآن نشرع في شرح خطوات الحل: 
الخطوة الأولى: 
نحول المتباينات من حالة (min)‏ إلى حالة (max)‏ وكالآن: 
—2x, -4x, -5x -x, 5-10‏ 


-3x +X, - Tx, +24, > -2 


-3% - 2%, -%, -67, 5-5 





معالجات خاصة فى الرمجة الخطية 


Ws‏ من أجل التخلص من إضافة متغيرات مصطنعة (artificial variables)‏ عند تحوبل هذه 
ا متباينات إلى معادلات وم نعد نحتاج إلا إلى إضافة متغيرات إضافية (slack variables)‏ وبإدخال البرنامج في 


الجدول الابتدائي نحصل علی: 





الخطوة الثانبك: 
ننظر إلى: (,1) min‏ كي نحدد المتغير الذي يتعسين أن يغادر عمود الأمساس 
(Basis |‏ ی 
وهنا بظپر أن: 15-= 2,31 - ,10,1-= v‏ السابع 
وان 2-13 ,۷ هو الأقل des‏ فان (,5) هو الذي يغادر من (Basis)‏ 


الخطوة الثالثة: 


رو ذلك لتحدید المتغير الداخل ding‏ نحدد المحور (pivot)‏ الدي 





d, 


Cj- 
J- 4 "LIRE ننظر إلى‎ 








ستجرى بموجيه العمليات الحسابیة في الدورة الأولى للعمل. وهنا يظهر أن: > م 4 me‏ 
a‏ 


iy 


بعطي النتائج الآنية: 








319 









l 00 .‏ 3 6-2 
وفيها يتضح بأن على fao)‏ هن انتلج هي -- 7 وعليه فان (a)‏ يكون هو 
3l‏ 
ا محور (pivot)‏ أي العدد (5-). 
الخطوة الرابعة: 


بعد تعبين المحور نشرع في الحل حسب الطريقة المعتادة للسمبلكس فنحصل على: 





الآن نعود إلى الخطوة الثائية ويظهر بأن: 
(5) هو المتغير الذي يغادر حسب الخطوة الثانية وان (X)‏ هو المتغير الذي يدخل حسب 
الخطوة الثالثة وعلية نحصل على الجدول ‘GMI‏ 





معالجات خاصة في الرمجة الخطة 


659, 20.23 


a‏ وا و2 ۳ ا 
B‏ 23 23 


Upper and Lower bounds ره یط‎ 3 


وتتلخص هذه المسألة في وجود قبود جديدة في البرنامج تحل محل قبود عدم السلبية التي اعتدنا 


وهو 





ملاحظتها فى البرنامج الاعتيادي. لنأخذ أولا الحدود الدنيا ( (Lower bounds‏ ونفترض لدينا البرنامج الآ : 


max 7 < 37 +2 +4y, 
Si. ۲ 423,42, S10 
3x, +x, +73, > دا‎ 
۲ 22 , x21, x20 
البرنامج في ضوء القيود الجديدة كما يلي:‎ LLS ويمكن إعادة‎ 
¥, < 2 لنأخذ:‎ 
السابع‎ Lana, mee 
۲ 22+ x20 
وبالمثل فأن:‎ 
بل‎ =1 20 
-ا=#‎ 4,20 


أما: ,× فانه يخضع لقبد عدم السلبية فقط. 
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max Z=3(2+x;)+2(l+x,)+4x, 
St. (2+x,)+2(1+x,)+x, 0 
32+ (+)1+2(+ 7x, <15 
x20, 120 , x20 
ss pais أي أن‎ 
max Z=3x +2x,+4x, +8 


st x, t2x, +x, $6 


ۆۆ ë Á å Á=‏ ۆۆ CAE‏ اك | eR E‏ ۆة اك ë‏ ۆۆ اذك | iE E ESE‏ كك 


3x, +x, +7x, <8 
1 20 , x20, <0 


Ls‏ الحدود العليا ( Upper bounds‏ ) فان التعامل معها يأخذ مساراً آخر فلو افترضنا بأن لدينا 





القيد الأني: 


x+x,=1 
فأن:‎ 
۲ 21-7 
ومادام 0 < ,1 حسب شروط عدم‎ Xi > | نفعل شینا حيث لازال لاینا:‎ A Lib وهنا بلاحظ‎ 
السلبية ولتلافي هذه المشكلة یقترح أن نسبر بالحل متجاهلین قدر الإمكان الحدود العليا وعندما تخترق‎ 
متطلبات هذه الحدود فعند ذاك قد نلجأ إلى بعض التعویضات المناسبة. فعلی سبیل المثال إذا توصلنا في‎ 
وهذا‎ X > | حقل القيم الأماسية للحل إلى قيمة مثل ( 2 به ) في حين يقضي الحد الأعلى أن تكون‎ 


يعني أن: 





معالحات dole‏ فى الرمحة الخطة 


إا اا 
وهنا اخترقنا شروط عدم السلبية في . 
فد يساعد تناول مثال على فهم ومتابعة LLS‏ حل برنامج خطي مثقل بشروط الحدود العلیا 
والسفلى وكما ی 
لنأخذ المثال الآن: 
max Z=2x +X, +3x,‏ 


Sd. +4 + 27 


3x, +2x, +x, $8 
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57 , 13 9 
إذن الحل الأمثل بدون الحدود هو =“ (x, ri‏ = ور > 


الخطوة الثانية: 
Jol‏ اكبر dad‏ غير مقبولة ) (Largest infeasibility‏ ونستخرج هذه القيمة من الحدود نفسها أي 
من: (2 > x,‏ > 1(,)0 > ,3 > 0) وكما بأق: 
لدينا: |< ۸ 
اذن القيمة غير المقبولة هي: [coe‏ 
° 5 5 
LS‏ لدينا: 7 
3 


إذن القيمة غير المقبولة هي: ieee‏ 


EEE‏ ۆۆ ë E ERSTE‏ ۆۆ اذك | Á= E M‏ | اكت || كك 


4 
ويظهر من التنائج أن اكبر قيمة غير مقبولة هي (م-) ذات العلاقة بالحد $1 × > 0 





وحيث لدينا من جدول الحل الأمثل ما يلي: 


9 1 2 
—=%,--5,+-5, 
5 5 $° 


وما Lule‏ إلا أن نعوض: x, = 1- x]‏ في المعادلة أعلاه فينتج: 


9 p 2 

i‏ ل (01-20 م 
2 | 4 
toh‏ 1 = 


ولأجل أن نحصل على صيغة قانونية ( Canonical form‏ ( نضرب المعادلة الأخيرة في )1-( 


ta = 
۳ 
=e 


0 
0 v 





معالجات خامة في البرمجة الخطية 


وكاس رول + ازع سا 
5 5 


Lill‏ ندخل ذلك فى الجدول الأخير لتحل محل الصف x,‏ ونواصل الحل: 





والآن أكملنا معالجة الحد الأعلى الأول وبهذا ننتقل إلى الحد الأعلى الثاني وهو: 2 > > 0 السابع 


وحيث لدينا من الجدول الأخير ما يأئي: 
dt, |‏ , 
+S,‏ ,+ ,بوك + j=--y‏ 
2 2 
وما علينا إلا أن نعوض: إلا - 2 = را ف المعادلة آعلاه فنحصل على: 
eos d‏ | 
J=- + HA) +‏ 
| , ,| 
+2x, -x,+~-5,‏ کر - - ] 
2 2 


ولأجل الحصول على الصيغة القانونية نضرب في )1( لينتج: 


-1- =2 +X; a 


2 
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والآن ندخل هذه المعادلة في الجدول الأخير بدلاً من الصف (X3)‏ ونواصل الحل: 





¥=0, =+, 420, 3,20 , 8,52, Z=4 


]ا -1- د لان: 2۱-01 ۲ 
x, 2 2-‏ اثن: 1222-0-2 
وعليه فان الحل الأمثل للبرنامج هو: 
n=l, n=}, R22, 320 , 3,22, 22‏ 


ومن الحل يتين أن الحدود العليا قد Cal‏ انخفاض القيمة العظمى التي توصلن إليها بدون 


eater. È 17 ۱ 5] 1‏ 5 جا ی 5 E i‏ 
هذه الحدود من 2 إلى m‏ أي أن تكاليف هذه الحدود والمحسوبة بمقدار انخفاض الأرباح Wa‏ هي: 
_ 7 < 
10 2 5 





معالجات خاصة ف الرمجة الخطية 





لقد سمیت هذه البرامج با معلمية كما USS‏ لکونها تحتوي على معام Vay‏ من القيم الثابتة سواء 
كانت في دالة الهدف أو وفي الجهة اليمنى من القيود ولهذا فهي تقسم إلى قسمين وكما يأني: 
1- معام الجهة اليمنى 
وتعني بان واحد أو أكثر من ثوابت الجهة الیمنی من القيود يأخذ صيغة معلمية كما في الآني: 
min Z =x, + 2x,‏ 
2x, +5x, 26‏ .51 
2K‏ ,1+1 
x20, x, 20‏ 
وواضح في هذه المسألة الخطبة أن الجهة اليمنى من القيد الثاني لم تحدد لها قيمة ابتة كما هو الفصل 
معتاد بل تركت لتساوي معلمة أطلق عليها (غ1). ويمكن أن تكون جميع ثوابت الجهة اليمنى معلمية 
وعند ذاك تسمی المسألة بالرمجة المعلمية الكاملة full parametric programming)‏ ) ألا Lil‏ سنقتصر g‏ 
الحدیث على مسألة ذات معلمة واحدة وذلك بهدف التبسيط وعدم تعقيد الشروحات التي تتعلق 
بالحل. 
وتتلخص خطوات الحل ها بلي: 
1- نقرر المدى الذي تتحرك فبه (k)‏ وق المسألة أعلاه ما دامت 0 < رد , 2 فإن مدی k‏ هو: 
0 > ع > ( 
2- نقرر الكبفية التي نحرك فيها ( 1 ) وعادة ما يبدأ التحريك من النهاية السفلى لحين بلوغ 
النياية العليا. 
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3- عدم خرق الحل ابلمکن أثناء عملية تحريك (K)‏ من dad‏ إلى أخرى. وهذا يعني إذا ۸ تقدي 
قيمة معينة ل (k)‏ إلى أي حل فلا بد هنا من التفتيش عن dad‏ أخرى (J‏ لها نفس التأثير. 
والآن دعنا نحل JELI‏ آعلاه بطريقة السمبلكس لنری: 
الخطوة الأولى: نبدأ ب k=0‏ 





| 





لاحظ: من اجل المحافظة على الحل الممكن في الخطوة أعلاه لابد أن نکون > ۸ حيث أن 
a, =6-Sk‏ ولكي تبقى قيمة 4 t‏ لابد من (0-©6-52- ۾ ) وهنا نكون قد 


تحركنا من 0< ۸ إلى  >*‏ ونواصل الآن الحل: 


معالجات خامة في البرمجة الخطية 


لاحظ: من اجل المحافظة على الحل الأمثل ودون خرق الشروط عدم سلبية لابد من ۶ > ۸ كي 


تكون قيمة 0< ,5 الموجودة في عمود القيم الأساسية. وعند هذه الخطوة فإن الحل الأمثل عند 
ga SKS‏ 


in | عو‎ 


, ¿= 


dara eR. 


=% , 320 
والآن إذا زيدت k dad‏ بأي مقدار صغير وليكن م فان: + 4 = ۸ أي أن تكون + < ۸ وبهذا 
فان 3 تصبح ضمن الحلول غير الممكنة (infeasible)‏ وهذا ما يزيحها عن منطفة الحلول الممكنة حسب 

طريقة السمبلکس المزدوجة (dual simplex)‏ وكما في الخطوة ‘ASM‏ 





والآن هاذا كانت النتيجة؟ 
يلاحظ ail‏ من أجل المحافظة على الحل الأمثل آعلاه لابد أن تكون 3> ۸ أي أن: 3> )> 4 
وعندها یکون الحل الأمثل: 
x,=2-$k, 2-2445‏ , 214-2- 1 
ولكن ماذا سيحدث لو أصبحت: 3 < ۸ فان X‏ يصبح ضمن الحلول غير الممكنة ( infeasible‏ ) 
وهذا ما يزيحه من منطقة الحلول الممكنة أي من عمود المتغيرات الأساسية ( basis‏ ) حسب طريقة 
السملكس الزدوجة ( dual simplex‏ ) وکیا موضح في الخطوة AYI‏ 
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عندما تكون ۵0 > ۸ > 3 فان الحل الأمثل هو: 


۲ 2 , x,=0, Z=k 
وما يقابلها من‎ k وعليه يكون بالمستطاع آدراج النتائج التالية التي توضح التطورات في قيمة‎ 
Las تطورات في‎ 6 





2- معام ذالة اليدف Parametric Objective Function‏ 
وتعني أن يحتوي البرنامج الخطي على معام متحركة بدلا من المعالم الثابتة (القيم) لدالة الهدف. 
مثال ذلك: 
max Z= kx, + 23, +43‏ 
x, +3x, +x, SÓ‏ .51 


x20, x20, x,20 





ويستخدم الأسلوب نفسه المبين في البرنامج المعلمي في الجهة اليمنى الذي مر شرحه في الفقرة 
السابقة ولكن قد يختلف اتجاه تحريك قيمة k‏ حسب طببعة المسألة لنأخذ المثال أعلاه ونحاول السير في 


حله ونرى الكيفية التي تتم بها إجراءات الحل: 


الخطوة الأول: نيدأ بالحل د k=-0‏ 





والآن إلى ماذا توصلنا؟ 
نقول لكي نحافظ على الحل الأمثل الذي توصلنا إليه لابد من أن تكون: 6 > ۸ وعليه فانه عندما 
تكون 6 >( > 0 - فان الحل الأمثل هو: 
6 , ۲24 , لاد بد , 20 زد 
ولكن ماذا سيحدث أو أصبحث 6 <۸ فإن ,۲ يصبح مؤهلا للدخول إلى عمود المتغيرات 


الأساسية (basis)‏ حسب طريقة السمبلكس الاعتيادية (primal simplex)‏ ودعنا نطلع على ذلك في الخطوة 
التالية: 
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وسدو عند هذه الخطوة Lil‏ توصلنا إلى الحل الأمثل عندما تكون: 


> وعند ذاك نكون: Z=*‏ , 2,20 , 0- يد ,= 
لقد شرحنا كيفية Jo‏ البرنامج الخطي المعلمي في دالة الهدف إذا كانت إحدى القيم المعلمية 
متغيرات هذه الدالة متحركة أي (K)‏ ولكن ماذا يحدث لو احتوت دال الهدف أكثر من معلمة متحركة 


مثل: 


Z=kx, +k, 
ر ) لينتج:‎ gh) فان معالجة هذه الحالة نتم بقسمة الدالة على ر‎ 


بش 
وبافتراض أن: 
3 و 5 
k; k,‏ 
فإن: +X,‏ به < | 
وعندها يمكن حل البرنامج حسب الطريقة التي شرحناها أعلاه وبعد الانتهاء من الحل يجري 
تعویض النتائج ب 





معالجات خاصة في الرمجة الخطة 





[ دس مر 


ويقصد بتحليل الحساسبة قباس درجة تأثر عموم مکونات البرنامج الخطي وبدرجة خاصة dad‏ 
الحل الأمثل عندما تتغير gaol dad‏ القیم المطلقة في الجهة الیمنی من القبود أو عندما تتغیر إحدى 
معام متغيرات دالة الهدف ودعنا نبد بشرح الحالة الأولى: 

1- تحليل الحساسية عندما تتغير القيم المطلقة في الجهة اليمنى من القبود: 

إن هذا التغير يشمل واحداً أو أكثر من القيم المطلقة في الجهة اليمنى من القيود ولغرض التبسيط 
سنكتفي بحساب حساسية نتائج البرنامج عندما تتغير dad‏ مطلقة واحدة ولنبدأً (GUI JELU‏ 

في مشروع لزراعة الرز كانت المواد المستخدمة تتکون من: الأرض ومساحتها (10) والمياه وحصتها 
)8( والعملة الأجنبية ومقدارها (9) وبذور الرز وزنتها )2( وكل هذه الحصص مقاسة بوحدات كل حسب 
طبيعتها. وقد وضع البرنامج التالي لإنتاج ثلاثة أنواع من الرز: 

max. Z =3x, + 23, +42,‏ الفصل 
st. 1 2‏ 


(التطلبات من پذور الرز) السابع 
11+30 


( (العملة الأجنبية‎ 
4x +X, +22 <10 ) il) 
2%, + 33+ < ) میاه‎ ( 


0م , 520 , 1210 
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ولأجل بیان حساسية كل مورد على حدة دعنا نفترض أن المياه يمكن أن تتغير بمقدار ( © +) أي 


تصبح مواردها بمقدار ( ۵+ 8) lily‏ ما باشرنا بحل البرنامج فإن الجدول الابتدائي يكون على الشكل I‏ 









ولي نحافظ على هذا الحل الأمثل ولا نخرق منطقة الحلول الممكنة لا بد وان تكون: 0< 2+6 
أي أن: »> ق > ل - وهذا يعني أن كمية المياه يمكن أن تتغير ضمن مدى معبن بقع بين 
(:4 -8-4) و(ه- ق +ق) أي أن: ۰ > المياه >& والآن ماذا لو سمح بمساحة الأرض أن تزداد 


بمقدار( 8+ ) أي تصبح ( 8 +10) وعندها يكون الجدول الابتدائي حسب الشكل الآني: 





چ M ë Á SS‏ اك | اك | M E ë Á‏ اكت | M EEE‏ اك كك كك | كك | اكد ۆة ۆة تھ ت 
i‏ 
1 
i‏ 
l‏ 





معالجات خاصة في البرمجة الخطية 





وعند مواصلة عمليات الحل تبلغ الحل الأمثل الذي بظهر كما بلي: 








EEF 


ومن Jol‏ يتضح ما ip‏ 


لي نحافظ على الحل الأمثل في الجدول وتكون ضمن منطقة الحلول الممكنة آعلاه لا بد من: 


۶ رد Silg‏ كل 
yt qe 20 “jal‏ 20 ۳+۵0 7020 11 


liss‏ يعني أن gab‏ الذي مکن أن تتحرك به ۵ هو: 


> ۵ > 4 
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65 5 
lias‏ يوضح بان مساحة الأرض يمكن أن تتغير بين اللمساحتين )0-5( 


)10+4=14( أي أن تأخذ gas‏ التغير ال 
<l‏ مساح الأرض > 9 
5 < 
دون أي تبدل § المتغيرات الموجودة في agas‏ القبم الأماسية (basis)‏ 
والآن ماذا لو Gur‏ تغير في كمية العملات الأجنبية اللازمة للمشروع وهذا التغير هکن أن يكون 


بمقدار ( 6-) وهنا كان التغر سالباً لان قید العملات الأجنبية يتطلب أن تكون قيمة ما يستخدم من 


هذه العملات أكثر أو يساوي وعليه فان الحساسية التي تخضع للاختبار يتعين أن تنصب على التغير الذي 


ينخفض بمقدار المستخدم من العملات الأجنبية عن )9( على العكس مما في قيدي المياه والأرض حيث كان 








| التغير امعد لاختبار الحساسية هو )+ 6) لان هذا الاختيار يتطلب الارتفاع بمستوى ال موارد من الأرض 
والمياه إلى مستوى يزيد عن )10( )8( على التوالي. 
وإذا ما أدخلنا التغير في العملات الأجنبية لتصبح ( ۵ - 9) في الجدول الابتدائي وشرعنا في الحل 
| فسنصل إلى جدول الحل الأمثل الذي يحتوي على العناصر الآنية: 











معالجات خاصة في الرمجة الخطة 


x =2 


Y, 2_2 م‎ 
“HH 


وا 


Xx 
١ 11 || 


c=) 
امثل وممكن يتعين أن تكون:‎ Jas ولكي نحافظ على هذا الحل‎ 
12 2 e 5 |. 3 5 


8<0 + 0< + 0>§—-— 
1ل 11 ۱۱ ۱۱ ۱۱ ۱۱ 


3 
--2@ 02-3 00 
5 
أي أن gall‏ الذي يمكن أن تنغير فيه ۵ ويبقى الحل الأمثل نافذاً هو: الفصل 
Er‏ 
3 السابع 


وان مدى تغير الموارد من العملات الأجنبية كانت هو: 
l 48‏ 
=< العملات الأجنسة > 3 
لاحظ بان حساسية العملات الأجنبية كانت ( 8 - 9) ولهذا فان طرف اممدی يستخرجان كالآق: 


3 


ات 


5 5 
9-(6)=3 
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وبالمثل إذا افترضنا بان متطبات البذور من الرز تتغير بمقدار )- 8( لتكون )2-0( وبإدخال ذلك 
في جدول السمبلکس الابتدائي وحل النموذج نحصل على: 


3-820, regs 242520, ودب‎ 
ll 1l + ۱1 1| 


وعلى هذا الأساس فان المدى الذي يمكن تتغير فيه © ويبقى الحل الأمثل قاماً هو: 


5-07 


10 
وا لمجال الذي يمكن لمتطلبات البذور أن تتحرك فيه مع بقاء نفس المتغيرات في عمود القيم 


rm 
oo 
—. 
ت‎ 
= ESE EEE — | — تسه‎ — mm — 


الأساسية (basis)‏ هو بين (1) و ( = 





Jo 
21 
[< اللذهد‎ dos > سب‎ 
ا‎ 


والآن دعنا ندخل جميع التغيرات التي طرأت على القيم المطلقة في الجهة اليمنى مرة واحدة 
ونضع ذلك في الجدول الابتداني وكما de‏ 








معالحات خاصة فى الرمحة الخطة 


وإذا شرعنا بالحل فسنحصل على جدول الحل الأمثل وكما يلي: 





ولكي نبقي على هذا الحل نافذاً لابد وان تكون القيم في عمود القيم الأساسية:5ه8) غير سالية 
ای أن: 


2-8 > () 


12 12. 2. 3 


4-8-8 3 
۱۱ ۱۱ ۲ ۱۱ * Il 


3 8B. I. 7 , 

FEN > ()‏ و 

oil 11 Ul 

3 30. 3. 2. , 
—+—6,+—0d,+—0,+6, 20 

lll 11 H 

ويإعادة تكييف هذا المتباينات ينتج ما jl‏ 

۵ $2 

124, + 20, +30 > 

280 +6, +76, 2-5 


300, + 5d, + 20, +116, > -3 
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السابع 
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وتوضح لنا هذه المتباينات مدى التغير الذي يمكن أن يحدث في جميع الموارد دفعة واحدة 
(simultaneous)‏ مع المحافظة على الحل الأمثل كما هو أي الإبقاء على المتغيرات الأساسية في عمود القيم 
الأساسية دون تغببر ويسمى تحليل الحساسية هذا بتحليل الحساسية ای Gimultancous sensitivity)‏ أما 
التحليل الذي شرحناه فراداً في البداية فهو تحليل الحساسية الفردي (Individual sensitivity)‏ والذي أعطى 
النتائج LS‏ لحساسية كل مورد من الموارد: 


2- تحليل الحساسية lasis‏ تتغر معاملات دالة الهدف: 
ويقصد بتغر معاملات دالة الهدف أن يقل أو يزداد واحد أو أكثر من معاملات دالة الهدف 
بمقدار )6( وحينذاك باستطاعة المتابع للبرنامج أن يتعرف على مدى حساسية هذا التغير على تعظيم أو 
تقليل الدالة. 
لنأخذ المثال السابق: 
max 2 = 3%, + 2x, +43,‏ 
sl 22‏ 


Tx, +3x, 29 








معالجات خاصة ف الرمجة الخطية 


0 2۲ + ,+ رل 
+X, <8‏ 2+37 
x20 .x,20 n20‏ 
والآن كيف نتعامل مع حل هذه المسألة لو افترضنا Gh‏ معامل (x)‏ في دالة الهدف تغير بمقدار ۵ 


ليصبح كالآني ( 6+ 2). دعنا ندخل المسألة بعد هذا التغير في جدول السمبلکس الابتدائي ونتابع الحل: 
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والآن توصلنا إلى الحل الأمثل ولكن هناك عقبة تكمن في وجود )5-( في الصف (6م2) 
ولابد من التخلص منها من اجل استكمال متطلبات الحل Lal‏ ويمكن ذلك عن طريق ضرب الصف × ب 
)6( ومن ثم جمع الصف (ZC)‏ معه وبذلك يصبح الصف (6م2) كما ido‏ 





ولأجل المحافظة على الحل الأمثل كما في الجدول لا بد من توفر ما يلي: 


5-2520, 0-8 <0 2-80 
1 1 1 
5<% 8<0 5<2 

۳ 3 


وبذلك يكون مدى تغير ۵ كما يلي: 


->8 >00 





7 
bi 
A 
3 


ويمكن حساب حساسية أي من المعاملات الفنية لدالة الهدف كل على انفراد أو جملة واحدة بعد 
إعطاء التغير في كل معامل رمزا خاصا به. 

أن حساب وتحليل الحساسية مفيد جدا للعاملين في حقل التخطیط والإدارة الاقتصادية لكونه 
يوفر الوسيلة الكفوءة لتحديد مدى تأثر النتائج ا مستخرجة للبرامج من جراء التغيرات التي تحدث خارج 
عن الظروف المسيطر عليها أو التي يرغب المخطط أو الإداري أجراؤها على حجم موارده ومستلزمات 
إنتاجه أو على المعاملات الفنية لدالة الهدف والتي تمثل غالبا مقدار الربح لكل وحدة من الإنتاج المذكور 
وبهذا فان تحليل الحساسية يساعد المخطط اللداري على أجراء المناورة الاقنصادية المطلوبة ضمن إطار 


الأهداف المرسومة. 





معالحات dole‏ فى الرمحة الخطة 


ثمارين ( 1 - 7 ) 
1- خذ البرنامج الخطي آلانى: 
MIn ZA =4x, +X, + ۰‏ 
24 :1+ برد + 1 
x, +32 206‏ + 3% 
+4x, 28‏ با + 2 


والمطلوب حل هذا البرنامج بطربقة السصلکس ابلزدوحة. 


2- في إحدى المصانع التي تنتج ثلاثة منتجات هي النسيج الحريري والنسيج الصوفي والنسيج 
القطني كانت الموارد المتوفرة هي GUS‏ 
)8( مواد أولية و(10) sa‏ عاملة و(6) مكائن وقد وضع الفنيون الاعتبارات AII‏ لاستخدام هذه الفضل 


اپلوارد: 
لسایع 





فإذا كانت الأرباح امتوقعة عن بيع الوحدة الواحدة من آنواع النسيج المنتجة )1( للنسیج 
الحريري و(2) للنسیج الصوفي و(3) للنسیج القطني. والمطلوب: 

(Í)‏ صباغة المسألة على شکل برنامج خطي, 

(ب) ابجاد الحل الأمثل للمسأة. 
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(ج) بافتراض أن المكائن يمكن أن تتغير قيمتها بمقدار ,6 والأيدي العاملة بمقدار (,۵)جد 
مقدار (Ô)‏ و( ) التي يمكن قبولها مع المحافظة على الحل الأمثل La‏ 
(د) بافتراض أن الأرباح المتوقعة للنسيج الفطني قد تغيرت بمقدار ( (Ô‏ احسب مقدار هذا التغير 
مع المحافظة على الحل الأمثل UB‏ 
3- أعطيت البرنامج الخطي الآني: 
max z= 2x, +X,‏ 
si. x,+4x, > 4‏ 
3x, +3 $21‏ 


x +x, 89 


ۆۆ ë Á Á Á=‏ ۆۆ CAE‏ اك | E‏ اسك cE ë‏ كك ë‏ ۆۆ ESE M‏ ۆۆ EE‏ || كك 


x, 21,x, 22 


)1( حل هذه المسالة مع ملاحظة القيود التي تحتوي على الحدود الدنيا. 


1 
: ب‎ 
À 





(ب) أذا فرضت على المسألة حدوذا عليا بدلاً من الدنيا وبالصيغة الآتية: )$2 ,55,2 ) 
جل الحل الأمثل للمسألة. 
4- إذا كان لدينا البرنامج امعلمي الآني: 


min z=5x +2x, 


Si. +7 
2X +X, 2k 
x20 , x,20 





معالجات خاصة في البرمجة الخطية 


وامطلوب: 
(أ) حل هذا البرنامج وإيجاد (k ) dad‏ التي تبقي على الحل الأمثل LG‏ 
(ب) إذا حور البرنامج ليأخذ الصيغة الآنية: 
min 223 + Ax,‏ 
07 لد 
210 و + ۳ 
x,20‏ , 20 1 


جد قيمة (k)‏ التي تبقي على الحل الأمثل الذي تتوصل إليه. 


السابع 


345 














الصادر 


الصادر 
l- Alexander Schrijver, (Theory of Linear and Integer‏ 
Programming), 1998.‏ 
Ales Cerny (Mathematical Techniques in Finance) ۰‏ -2 


3- Angel de la Fuente (Mathematical Methods and Models for 
Economists) 2000, 


4- Adam Ostaszewski, (Mathematics in Economics), 1993. 
5- Akira Takayama,( Mathematical Economics) , 1985. 


6- Avriel, Mordecai, (Nonlinear Programming: Analysis and 
Methods) 2003. 


1- Bocher, Maxime,( Introduction to higher alge bra),2004. 


8- Bernd Gärtner, Jiri Matoušek , (Understanding and Using 
Linear Programming, ) 2006. 


9- Bretscher, Otto Linear Algebra with Applications (3rd ed.), 
Prentice Hall), 2005. 


10- Bocher, Maxime, (Introduction to higher algebra), 2004. 


11- Baldani, James Bradfield, Robert Turner, (Mathematical 
Economics) , 2004. 


12- Bazaraa, Mokhtar $. and Shetty, C. M. (Nonlinear 
programming. Theory and algorithms),1979. 


13- Bretscher, Otto, (Linear Algebra with Applications (3rd ed.)), 
20085. 


14- Bertsekas, Dimitri P, (Nonlinear Programming: 2nd Edition), 
1999, 


plal| 





15- Conrey, J. اب‎ Ranks of elliptic curves and random matrix 
theory), 2007, 


16- Christopher Clapham, James Nicholson, (The Concise Oxford 
Dictionary of Mathematics), 2005. 


17- Aiff Huang, Philip ٩۰ Crooke, (Mathematics and Mathematica 
for Economists) ,1997, 


18- Carl P. Simon, Lawrence Blume, (Mathematics for 
Economists) 1994, 


19- Morris C, Thanassoulis E (Essential Mathematics),1994. 


20- Dimitri P. Bertsekas(Nonlinear Programming: 2nd 
Edition),2004. 


21- D. Zwillinger, (Handbook of Differential Equations 3rd 
edition), 1997, 


22- David Bailey Mathematics in Economics) ,1998. 


23- Dean Corbae, Maxwell B. Stinchcombe, Juraj Zeman (An 
Introduction to Mathematical Analysis for Economic), 2009. 


24- Darrell A. Turkington (Mathematical Tools ۲ 
Economics),2006. 


25- E.L. Ince, (Ordinary Differential Equations), 1956. 


26- Edward T. Dowling, (Schaun's Outline of Introduction to 
Mathematical Economics) ,2000. 


27- F. M. Wilkes, (Mathematics for Business) , 


28- Godsil, Chris; Royle, Gordon, Algebraic Graph Theory, 
Graduate Texts in Mathematics), 2004. 


29- Geoff Renshaw (Maths for Economics), 2008. 


الصادر 


30- lan Jacques.( Mathematics for Economics and Business, Fifth 
Edition/ Difference Equations.), 2006. 


31- lan Jacques, (Mathematics for Economics Plus Mathxl Pack | 
2009 


32- Jeffrey Baldani, James Bradfield, Robert Turner, 
(Mathematical Economics) 4, 


33- Jon Curwin, Roger Slater (Improve Your Maths: A Refresher 
Course ), 1999. 


34- Jean Soper. Mathematics for Economics and Business: An 
Interactive Introduction), 2004. 


35- Kenneth $. Miller, (Linear difference equations. ), 1968. 


36- ken Binmore, Joan Davies, (Calculus: Concepts and Methods 
), 2002. 


37- ken Holden, Alan Pearson, (Introductory Mathematics for 
Economics and Business) 1992. 


38- Knut Sydsaeter, Peter Hammond, (Essential Mathematics for 
Economic Analysis) 2002. 


39- Lang, Serge,( Algebra, Graduate Texts in Mathematics), 2002. 
40- Larson, Ron, Bruce H. Edwards,(Caleulus,9th ed.), 2009. 

4l- Leighton Thomas „(Using Mathematics in Economics) , 1999. 
42- Martin Grotschel,( Linear and Integer Programming) 2006. 


43- Mark de Berg, Mare van kKreveld, and Others Linear 
Programming, Computational Geometry ),2000. 


44- Michael J. Todd, (The many facets of linear programming, 
Mathematical Programming) ۸ 


349 


المصادر 






1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


45- McQuarrie, Donald A. Mathematical Methods for Scientists 
and Engineers), 2003. 


46- Martin Anthony, (Mathematics for Economics and Finance), 
1996, 


47- Michael W. Klein Mathematical Methods for Economics), 
2002. 


4$- .M.J. Rosser, (Basic Mathematics for Economists) 2003. 


49- Mik Wisniewski ,(Introductory Mathematical Methods in 
Economics ) 1996, 


50- Mik Wisniewski, (Quantitative Methods for Decision Makers) 
2002. 
51- Martin Grotschel,( Linear and Integer Programming) ,2006. 


52- Mark de Berg, Mare van Kreveld, and Others Linear 
Programming, Computational Geometry )2000. 


53- Malcolm Pemberton, Nicholas Rau „(Mathematics for 
Economists) , 2006. 


54- MJ. Rosser „(Basic Mathematics for Economists) , 2003. 


55- Nocedal, Jorge, , Stephen J., (Numerical Optimization (2nd 


56- Paul M. Batchelder, An introduction to linear difference 
equations), 1967. 


57- Peter Kahn, (Studying Mathematics and Its Applications), 
2001. 


58- Peter Temple, (First Steps In Economic Indicators) 2002. 


59- Rangarajan K. Sundaram, (A First Course in Optimization 
Theory) ,1996. 


350 


الصادر 


60- Rebecca Taylor, Simon Hawkins, (Mathematics for Economics 
and Business), 2008. 


6l- Rowen, Louis Halle, (Graduate Algebra), 2008. 


62- Stewart , James, (Calculus: Early Transcendentals,6th ed) 
2008. 


63- Steve Greenlaw (Doing Economics) ,2005. 


64- Sheldon M. Ross, (An Elementary Introduction to 
Mathematical Finance),2002. 


65- Shayle R. Searle, Lois Schertz Willett, (Matrix Algebra for 
Applied Economics) 2001. 


66- Stinson, Douglas R. (Cryptography, Discrete Mathematics and 
Its Applications), 2005. 


67- Thomas, George B., Maurice D. Weir, Joel Hass, Frank R. 
Giordano (Calculus,11th ed).2008. 


68- Teresa Bradley ,(Essential Mathematics for Economics and 
Business) 2008. 


69- V. Chandru and M.R.Rao,( Linear Programming), 1999. 
70- Wolfram, Stephen,(The Mathematical Book/Sth ed),2003. 


7l- Zabrodin, Anton; Brezin, Edouard; Kazakov, Vladimir; 
Serban, Didina; Wiegmann, Paul Applications of Random 
Matrices in Physics),2006. 


331 


المصادر 








